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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Contribution du travail

Objectifs

1 Synthèse d’une commande par retour d’état (ou de sortie) assurant le recalage à

l’origine du système, sous contrainte de saturation

2 Synthèse d’observateurs pour des systèmes à paramètres variants dans le temps

assurant l’estimation simultanée de l’état et des variations paramétriques du système

Contribution

Ré-écriture polytopique (modèles de T-S) des non-linéarités
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Généralités

Un modèle T-S est composé d’un ensemble fini de modèles linéaires interconnectés grâce

à des fonctions non linéaires définissant la contribution de chaque sous-modèle.



















ẋ(t) =
n

∑
i=1

µi (ξ (t))(Ai x(t)+Bi u(t))

y(t) =
n

∑
i=1

µi (ξ (t))(Ci x(t)+Di u(t))

x(t) ∈ R
nx l’état du système, u(t) ∈ R

nu la commande et y(t) ∈ R
m la sortie.

ξ (t) ∈ R
q variable de décision (mesurable u(t),y(t) ou non mesurable x(t)).

Les fonctions poids µi (ξ (t)) des n sous modèles vérifient la propriété de somme convexe











n

∑
i=1

µi (ξ (t)) = 1 et

0 ≤ µi (ξ (t))≤ 1, i = 1, . . . ,n, ∀t
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Généralités

Transformation d’un modèle NL en modèle T-S

Basée directement sur la connaissance analytique du modèle non linéaire, le passage par

une forme quasi-LPV et à l’aide de transformations polytopiques convexes,

NL







ẋ(t) = fx (x(t),u(t))

y(t) = fy (x(t),u(t))
⇒

Quasi-LPV







ẋ(t) = A(x(t),u(t))x(t)+B(x(t),u(t))u(t)

y(t) = C(x(t),u(t))x(t)+D(x(t),u(t))u(t)
⇒

Modèle T-S



















ẋ(t) =
n

∑
i=1

µi (ξ (t))(Ai x(t)+Bi u(t))

y(t) =
n

∑
i=1

µi (ξ (t))(Ci x(t)+Di u(t))
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Saturation polytopique

Objectif

ré-écrire la saturation des actionneurs sous forme de modèles T-S
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Cas scalaire

usat (t)=



















u(t) si umin ≤ u(t)≤ umax

umax si u(t)≥ umax

umin si u(t)≤ umin u(t)

usat(t)

umin

umax



















































usat (t) = µ1(t)umin +µ2(t)u(t)+µ3(t)umax

µ1(t) =
1−sign(u(t)−umin)

2

µ2(t) =
sign(u(t)−umin)−sign(u(t)−umax )

2

µ3(t) =
1+sign(u(t)−umax )

2

⇒























usat (t) =
3

∑
i=1

µi (t)(λi u(t)+ γi )

λ1 = 0 λ2 = 1 λ3 = 0

γ1 = umin γ2 = 0 γ3 = umax
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Cas vectoriel

u(t) ∈ R
nu , uj (t) (resp. uj

sat (t)) la jèmecomposante de u(t) (resp. usat (t)).

usat (t) =



















3

∑
i=1

µ1
i (u1(t))(λ 1

i u1(t)+ γ1
i )

...
3

∑
i=1

µnu
i (unu (t))(λ

nu
i unu (t)+ γnu

i )



















Pour avoir les mêmes fonctions poids µ j
i (t) pour toutes les composantes du vecteur usat (t)

usat (t) =







































(

3

∑
i=1

µ1
i (u1(t))(λ 1

i u1(t)+ γ1
i )

)

×

(

nu

∏
k=2

3

∑
j=1

µk
j (uk (t))

)

...
3

∑
i=1

µℓ
i (uℓ(t))(λ ℓ

i uℓ(t)+ γℓi )×

(

nu

∏
k=1,k 6=ℓ

3

∑
j=1

µk
j (uk (t))

)

...
(

3

∑
i=1

µnu
i (unu (t))(λ

nu
i unu (t)+ γnu

i )

)

×

(

nu−1

∏
k=1

3

∑
j=1

µk
j (uk (t))

)






































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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Cas vectoriel

Ecriture T-S de la saturation

usat (t) =
3nu

∑
i=1

µsat
i (t)(Λi u(t)+Γi )

Fonctions d’activation



























µsat
i (t) = ∏nu

j=1 µ j

σ j
i

(uj (t))

Λi = diag(λ 1
σ1

i
, . . . ,λ nu

σnu
i
)

Γi =

(

γ1
σ1

i
. . . γnu

σnu
i

)T

où les indices σ j
i (i = 1, . . . ,3nu et j = 1, . . . ,nu), égaux à 1,2 ou 3, indiquent la partition de la

jème entrée (µ j
1,µ

j
2 ou µ j

3) dans le ième sous-modèle.

La relation entre le sous modèle i et l’indice σ j
i est donnée par

i = 3nu−1σ1
i +3nu−2σ2

i + . . .+30σnu
i − (31 +32 + . . .+3nu−1)
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Exemple illustratif

Pour nu = 2 entrées :

usat (t) =
9

∑
i=1

µi (t)(Λi u(t)+Γi )



















λ 1
1 = λ 2

1 = 0 λ 1
2 = λ 2

2 = 1 λ 1
3 = λ 2

3 = 0

γ1
1 = u1

min γ1
2 = 0 γ1

3 = u1
max

γ2
1 = u2

min γ2
2 = 0 γ2

3 = u2
max

sous modèle i (σ1
i ,σ

2
i ) µi (t) Λi Γi

1 (1,1) µ1
1 µ2

1 diag(λ 1
1 ,λ

2
1 )

[

γ1
1 γ2

1

]T

2 (1,2) µ1
1 µ2

2 diag(λ 1
1 ,λ

2
2 )

[

γ1
1 γ2

2

]T

3 (1,3) µ1
1 µ2

3 diag(λ 1
1 ,λ

2
3 )

[

γ1
1 γ2

3

]T

4 (2,1) µ1
2 µ2

1 diag(λ 1
2 ,λ

2
1 )

[

γ1
2 γ2

1

]T

5 (2,2) µ1
2 µ2

2 diag(λ 1
2 ,λ

2
2 )

[

γ1
2 γ2

2

]T

6 (2,3) µ1
2 µ2

3 diag(λ 1
2 ,λ

2
3 )

[

γ1
2 γ2

3

]T

7 (3,1) µ1
3 µ2

1 diag(λ 1
3 ,λ

2
1 )

[

γ1
3 γ2

1

]T

8 (3,2) µ1
3 µ2

2 diag(λ 1
3 ,λ

2
2 )

[

γ1
3 γ2

2

]T

9 (3,3) µ1
3 µ2

3 diag(λ 1
3 ,λ

2
3 )

[

γ1
3 γ2

3

]T
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Commande par retour d’état sous contrainte de saturation

Commande par retour d’état sous contrainte

de saturation
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Commande par retour d’état sous contrainte de saturation

Problématique

ẋ(t) = Ax(t)+Busat (t)

usat (t) =
3nu

∑
i=1

µsat
i (t)(Λi u(t)+Γi )

u(t) =−Kx(t)

Objectif

Trouver le gain K pour garantir le recalage du système à l’origine et compte tenu des

limites de saturation

Solution proposée

Passage par la représentation T-S : ẋ(t) =
3nu

∑
i=1

µsat
i (t)((A−BΛi K )x(t)+BΓi )

Problème d’optimisation sous contraintes LMI : min
K

||x(t)||
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Commande par retour d’état sous contrainte de saturation

Approche de Lyapunov

ẋ(t) =
3nu

∑
i=1

µi (t)((A−BΛi K )x(t)+BΓi )

V (x(t)) = xT (t)Px(t), P = PT > 0

V̇ (x(t))≤
3nu

∑
i=1

µi (t)(x
T (t)((A−BΛi K )T P +P(A−BΛi K )+PΣ−1P)x(t)+ΓT

i BTΣBΓi )

Définissons :
Qi = (A−BΛi K )T P +P(A−BΛi K )+PΣ−1P

ε = min
i=1:3nu

λmin(−Qi)

δ = max
i=1:3nu

ΓT
i BTΣBΓi

Alors

V̇ (t)<−ε ‖ x ‖2 +δ
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Commande par retour d’état sous contrainte de saturation

Condition

V̇ (t)<−ε ‖ x(t) ‖2 +δ

x(t) est borné et converge vers une boule centrée à l’origine de rayon
√

δ
ε si :

Qi < 0 et ‖ x(t) ‖2> δ
ε , i = 1, . . . ,3nu

LMI à résoudre

Qi = (A−BΛi K )T P +P(A−BΛi K )+PΣ−1P

Qi < 0 ≡





P1AT +AP1 −RTΛT
i BT −BΛi R I

I −Σ



< 0, (P1 = P−1), i = 1, . . . ,3nu

Commande par retour d’état : u(t) =−Kx(t), K = RP−1
1
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Commande par retour d’état sous contrainte de saturation

Objectif : minimiser le rayon de la boule

x(t) converge vers une boule centrée à l’origine de rayon
√

δ
ε → minimiser le rayon ?

Optimisation de δ et ε

δ = max
i=1:3nu

ΓT
i BTΣBΓi avec ΓT

i BTΣBΓi < β ⇒ δ < β







1/ε < β ≡ ε > 1/β

ε = min
i=1:3nu

λmin(−Qi )
⇒

−Qi > (1/β) I, i = 1, . . . ,3nu ⇒





Qi I

I −β I



< 0, i = 1, . . . ,3nu







δ < β

ε > 1/β
⇒ rayon < β ⇒ min(rayon)≡ minβ
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Commande par retour d’état sous contrainte de saturation

Théorème

Il existe une commande par retour d’état statique pour un système à commande saturée tel

que l’état converge vers une boule centrée à l’origine de rayon borné par β , s’il existe des

matrices P1 = PT
1 > 0,R,Σ=ΣT > 0 solutions du problème d’optimisation

min
P1 ,R,Σ

β

ΓT
i BTΣBΓi < β ,





Qi I

I −β I



< 0, Qi =





P1AT +AP1 −RTΛT
i BT −BΛi R I

I −Σ





i = 1 : 3nu

La commande par retour d’état est donnée par :

u(t) =−Kx(t)

K = RP−1
1
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S sous contrainte de saturation

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S :

commande par retour d’état sous contrainte de saturation
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S sous contrainte de saturation

Modèle du système et sa commande saturée

ẋ(t) =
n

∑
i=1

µi (ξ )(Ai x(t)+Bi usat (t))

usat (t) =
3nu

∑
i=1

µsat
i (t)(Λi u(t)+Γi )

u(t) = −
n

∑
j=1

µj (ξ (t))Kj x(t)

Objectif

Ajuster les gains Ki pour recaler le système à l’origine compte tenu de la saturation

Solution proposée

Représentation T-S du système bouclé :

ẋ(t) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

3nu

∑
k=1

µi (ξ (t))µj (ξ (t))µsat
k (t)((Ai −BiΛk Kj )x(t)+BiΓk )
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Système à commande saturée
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µsat
i (t)(Λi u(t)+Γi )

u(t) = −
n

∑
j=1

µj (ξ (t))Kj x(t)

Objectif

Ajuster les gains Ki pour recaler le système à l’origine compte tenu de la saturation

Solution proposée

Représentation T-S du système bouclé :

ẋ(t) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

3nu

∑
k=1

µi (ξ (t))µj (ξ (t))µsat
k (t)((Ai −BiΛk Kj )x(t)+BiΓk )
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S sous contrainte de saturation

Théorème

Il existe une commande par retour d’état statique pour un système non linéaire sous forme

T-S sous contrainte de saturation tel que l’état converge vers une boule centrée à l’origine

de rayon borné par β , s’il existe des matrices P1 = PT
1 > 0,R,Σk =ΣT

k > 0 solutions du

problème d’optimisation

min
P1,R,Σk

β

ΓT
k BT

i Σk BiΓk < β ,





Qijk I

I −β I



< 0, Qijk =





P1AT
i +Ai P1 −RT

j Λ
T
k BT

i −BiΛk Rj I

I −Σk





pour i = 1, . . . ,n, j = 1, . . . ,n,k = 1, . . . ,3nu .

La commande est donnée par

u(t) =−
n

∑
j=1

µj (ξ (t))Kj x(t)

Kj = P−1
1 Rj
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Autres applications

Autres applications

Extension aux systèmes non linéaires incertains sous forme T-S : commande par

retour d’état sous contrainte de saturation

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S : synthèse de contrôleurs

statique et dynamique par retour de sortie sous contrainte de saturation
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Système à commande saturée

Simulations

Simulations
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Système à commande saturée

Simulations

Cas système non linéaire sous forme T-S et commande saturée

ẋ(t) =
n

∑
i=1

µi (ξ )(Ai x(t)+Bi usat (t))

usat (t) =
3nu

∑
i=1

µsat
i (t)(Λi u(t)+Γi ) avec u(t) =−

n

∑
j=1

µj (ξ (t))Kj x(t)

ẋ(t) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

3nu

∑
k=1

µi (ξ (t))µj (ξ (t))µsat
k (t)((Ai −BiΛk Kj )x(t)+BiΓk )

A1 =





−2 .1

0 −1.5



 , A2 =





−1.1 .1

0 −.8





B1 =





1 0

0 1



 , B2 =





1.5 0

0 1.5



 , u =





u1

u2





u1max = 2, u1min =−2, u2max = 3, u2min =−3






µ1(t) = (1−tanh(x1(t)+x2(t)))
2

µ2(t) = 1−µ1(t)
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Système à commande saturée

Simulations
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FIGURE : Cas nominal, nominal saturé et saturation T-S : états (à gauche)-commande (à droite)
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps :

Estimation d’état et de paramètres
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Objectif

Construire un observateur pour estimer simultanément l’état et les paramètres du système

Modèle du système







ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)u(t)

y(t) = Cx(t)

A(t) = A0 +θ(t)A1

B(t) = B0 +θ(t)B1, θ(t) ∈ [θ ,θ ]

A0, A1, B0 et B1 connues. La variation de θ(t) n’est pas mesurable, mais reste bornée

entre deux valeurs, respectivement notées θ et θ connues.
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Cas θ(t) scalaire

θ(t) = µ1(θ(t))θ +µ2(θ(t))θ














µ1(θ(t)) =
θ −θ(t)

θ −θ
µ2(θ(t)) =

θ(t)−θ
θ −θ

ẋ(t) = (A0 +θ(t)A1)x(t)+(B0 +θ(t)B1)u(t)

= (A0 +(µ1(θ(t))θ +µ2(θ(t))θ)A1)x(t)+(B0 +(µ1(θ(t))θ +µ2(θ(t))θ)B1)u(t)

ẋ(t) =
2

∑
i=1

µi (θ(t))(Ai x(t)+Bi u(t))







A1 = A0 +θ A1, B1 = B0 +θ B1

A2 = A0 +θ A1, B2 = B0 +θ B1
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Cas θ(t) vectoriel

ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)u(t)

A(t) = A0 +
n

∑
i=1

θi (t)A
1
i , B(t) = B0 +

n

∑
i=1

θi (t)B
1
i , θi (t) ∈ [θ i ,θ i ]

Chaque paramètre θi (t) est exprimé sous la forme :

θi (t) = θ i−θi (t)
θ i−θ i

θ i +
θi (t)−θ i

θ i−θ i
θ i

= µ1
i (θi (t))θ i +µ2

i (θi (t))θ i

ẋ(t) =
n

∑
i=1

2

∑
j=1

µ j
i (θi (t))(A

j
i x(t)+B

j
i u(t))

A
1
i = A0 +θ i A1

i , B
1
i = B0 +θ i B1

i

A
2
i = A0 +θ i A1

i , B
2
i = B0 +θ i B1

i
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Observateur d’état











˙̂x(t) =
2

∑
i=1

µi (θ̂(t))(Ai x̂(t)+Bi u(t)+Li (y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Cx̂(t)

Difficultés

Difficultés pour établir l’erreur d’estimation ex (t) = x(t)− x̂(t)

Variables de décision θ(t) non mesurables

Observateur des paramètres

˙̂θ(t) =
2

∑
i=1

µi (θ̂(t))(Ki (y(t)− ŷ(t))−αi θ̂(t))
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Ré-écriture du modèle du système

ẋ(t) =
2

∑
i=1

(

µi (θ̂(t))(Ai x(t)+Bi u(t))+∆A(t)x(t)+∆B(t)u(t)
)

∆A(t) =
2

∑
i=1

(µi (θ(t))−µi (θ̂(t)))Ai = A ΣA(t)EA

∆B(t) =
2

∑
i=1

(µi (θ(t))−µi (θ̂(t)))Bi = BΣB(t)EB

A =
[

A1 A2

]

, ΣA(t) =





δ1(t)Inx 0

0 δ2(t)Inx



 , EA =
[

Inx Inx

]T

B =
[

B1 B2

]

, ΣB(t) =





δ1(t)Inu 0

0 δ2(t)Inu



 , EB =
[

Inu Inu

]T

δi (t) = µi (θ(t))−µi (θ̂(t)), −1 ≤ δi (t)≤ 1

ΣT
A (t)ΣA(t)≤ I

ΣT
B (t)ΣB(t)≤ I
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Erreurs d’estimation

ex (t) = x(t)− x̂(t)

eθ (t) = θ(t)− θ̂(t)

Dynamique des erreurs

ėx (t) =
2

∑
i=1

µi (θ̂(t))((Ai −Li C)ex (t)+∆A(t)x(t)+∆B(t)u(t))

ėθ (t) =
2

∑
i=1

µi (θ̂(t))(θ̇(t)−Ki Cex (t)+αi θ(t)−αi eθ (t))

Vecteur des erreurs augmenté

ea(t) =
[

eT
x (t) eT

θ (t)
]T
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Système augmenté

ėa(t) =
2

∑
i=1

µi (θ̂(t))Φi ea(t)+Bi (t)ω(t)

Φi =





Ai −Li C 0

−Ki C −αI



 , Bi (t) =





∆A(t) 0 0 ∆B(t)

0 αi I I 0



 , ω(t) =















x(t)

θ(t)

θ̇(t)

u(t)















Fonction de Lyapunov

V (ea(t)) = eT
a (t)Pea(t), P = PT > 0,P = diag(P0,P1)
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Atténuation L2

V̇ (t) =
2

∑
i=1

µi (θ̂(t))
(

eT
a (t)(Φ

T
i P +PΦi )ea(t)+eT

a (t)PBi (t)ω(t)+ωT (t)BT
i (t)Pea(t)

)

ea(t) =
[

eT
x (t) eT

θ (t)
]T

, ω(t) =
[

xT (t) θ T (t) θ̇ T (t) uT (t)
]T

V̇ (t)+eT
a (t)Γ1ea(t)−ωT (t)Γ2ω(t)< 0





ea(t)

ω(t)





T 



2

∑
i=1

µi (θ̂(t))





ΦT
i P +PΦi +Γ1 PBi (t)

BT
i (t)P −Γ2













ea(t)

ω(t)



< 0

Difficulté et Solution

Termes constants et variants dans le temps

Séparer l’influence des termes variants dans le temps et les majorer
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Représentation polytopique de la commande et l’estimation

Systèmes à paramètres variant dans le temps

Systèmes linéaires à paramètres variants dans le temps

Problème à résoudre

min
P0 ,P1,Ri ,Fi ,α i ,Γ

j
i

β

sous les contraintes LMI (i = 1,2)







































M1
i −CT F T

i 0 0 0 0 P0A P0B

∗ −α i −αT
i +Γ1

1 0 α i P1 0 0 0

∗ ∗ −Γ0
2 +λ1ET

A EA 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −Γ1
2 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Γ2
2 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Γ3
2 +λ2ET

B EB 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λi1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −λi2I







































< 0

Γ
j
2 < β(j = 0,1,2,3)

M1
i = P0Ai +A

T
i P0 −Ri C −CT RT

i +Γ0
1

Gains des observateurs : Li = P−1
0 Ri , Ki = P−1

1 Fi , αi = P−1
1 α i
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Relaxation des conditions

Propriété de somme convexe

µ2(t) = 1−µ1(t)

ẋ(t) =
2

∑
i=1

(

µ1(θ̂(t))(Ai x(t)+Bi u(t))+∆A(t)x(t)+∆B(t)u(t)
)

∆A(t) = δ1(t)(A1 −A2)

∆B(t) = δ1(t)(B1 −B2)

δ1(t) = µ1(θ(t))−µ1(θ̂(t))
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Relaxation des conditions

Conditions relaxées

min
P0 ,P1,Ri ,Fi ,α i ,Γ

j
i

β

sous les contraintes LMI (i=1,2)































M1
i −CT F T

i 0 0 0 0 P0 P0

∗ −α i −αT
i +Γ1

1 0 α i P1 0 0 0
∗ ∗ −Γ0

2 +ΛA 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ −Γ1

2 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Γ2

2 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Γ3

2 +ΛB 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Λ1 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −Λ2































< 0

Γ
j
2 < β(j = 0,1,2,3)

M1
i = P0Ai +A

T
i P0 −Ri C −CT RT

i +Γ0
1

ΛA = (A1 −A2)
TΛ1(A1 −A2), ΛB = (B1 −B2)

TΛ2(B1 −B2)

Gains des observateurs : Li = P−1
0 Ri , Ki = P−1

1 Fi , αi = P−1
1 α i
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S à paramètres variants dans le temps

Systèmes non linéaires sous forme T-S à paramètres

variants dans le temps :

Estimation d’état et de paramètres
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S à paramètres variants dans le temps

Modèle











ẋ(t) =
r

∑
i=1

µi (x(t))(Ai (t)x(t)+Bi u(t))

y(t) = Cx(t)

Ai (t) = Ai +θ(t)Ai

Bi (t) = Bi +θ(t)Bi , θ(t) ∈ [θ ,θ ]

Système T-S

ẋ(t) =
r

∑
i=1

2

∑
j=1

µi (x(t))µj (θ(t))(Aij x(t)+Bij u(t))







Ai1 = Ai +θ Ai , Bi1 = Bi +θ Bi

Ai2 = Ai +θ Ai , Bi2 = Bi +θ Bi
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Systèmes à paramètres variant dans le temps

Extension aux systèmes non linéaires sous forme T-S à paramètres variants dans le temps

Difficultés

Variables de décision non mesurables (x(t) et θ(t))

Observateurs















˙̂x(t) =
r

∑
i=1

2

∑
j=1

µi (x̂(t))µj (θ̂(t))(Aij x̂(t)+Bij u(t)+Li (y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Cx̂(t)

˙̂θ(t) =
2

∑
j=1

µi (θ̂(t))(Kj (y(t)− ŷ(t))−αj θ̂(t))
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LMIs à résoudre

min
P0,P1 ,Ri ,Fi ,α i ,Γ

k
j

β

sous les contraintes LMI (i = 1 : r , j = 1,2)







































M1
i j −CT F T

j 0 0 0 0 P0A P0B

∗ −α j −αT
j +Γ1

1 0 α j P1 0 0 0

∗ ∗ −Γ0
2 +λ1ET

A EA 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −Γ1
2 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Γ2
2 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Γ3
2 +λ2ET

B EB 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λ1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 −λ2I







































< 0

Γk
2 < β(k = 0,1,2,3)

M1
i j = P0Aij +A

T
ij P0 −Ri C −CT RT

i +Γ0
1

Li = P−1
0 Ri , Kj = P−1

1 Fj , αj = P−1
1 α j
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Simulations
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Exemple académique

Considérons le système suivant :

A0 =











−0.3 −1 −0.3

0.1 −2 −0.5

−0.1 0 −0.1











, A1
1 =











0 −1.1 0

0 0 0

0 0 0











, A1
2 =











0 0 0

0 0 0

0 0 −1.1











B =











1

0.5

0.25











, C =





1 0 0

0 0 1





Les paramètres θ1(t) et θ2(t) varient entre [0,1].
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Cas nominal : ẋn(t) = A0xn(t)+Bu(t)

Cas variations paramétriques : ẋv (t) = (A0 +θ1(t)A1
1 +θ2(t)A1

2)xv (t)+Bu(t)

0 50 100 150 200
0

5

10

Etat x1n(t) et x1v(t)

0 50 100 150 200
0

0.5

1

1.5

Etat x2n(t) et x2v(t)

0 50 100 150 200
0

2

4

6

Etat x3n(t) et x3v(t)

FIGURE : Système nominal (bleu) -avec variation paramétrique (rouge)
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0 50 100 150 200
0

5

10

Etat x1(t) et x̂1(t)

0 50 100 150 200
0

0.5

1

1.5

Etat x2(t) et x̂2(t)

0 50 100 150 200
0

2

4

6

Etat x3(t) et x̂3(t)

0 50 100 150 200
−1

0

1

2

P ar. θ1(t) et θ̂1(t)

0 50 100 150 200
−1

0

1

2

P ar. θ2(t) et θ̂2(t)

FIGURE : Etats et leurs estimées (gauche)-Paramètres θ et leurs estimées (droite)
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Système non linéaire (simplifié) : estimation d’état d’un bioréacteur simplifié

ẋ1(t) =
ax1(t)x2(t)

x2(t)+b −x1(t)u(t)

ẋ2(t) =− cax1(t)x2(t)
x2(t)+b +(d −x2(t))u(t)

x1(t) la concentration en biomasse et x2(t) la concentration en substrat.

Commande u(t) : taux de dilution de l’entrée.

a = 0.5, b = 0.07, c = 0.7 et d = 2.5.

sortie y(t) = x1(t) (x2(t) non mesurable).

Mise sous forme de modèle T-S

z1(t) =−u(t)

z2(t) =
ax1(t)x2(t)

x2(t)+b

z3(t) =−u(t)− cax1(t)x2(t)
x2(t)+b

23 = 8 sous-modèles.
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Mise sous forme de modèle T-S

ẋ(t) =
8

∑
i=1

(Ai x(t)+Bu(t))

A1 =





−0.2 15

0 −0.2



 ,A2 =





−0.2 15

0 −1.72



 ,A3 =





−0.2 0.004

0 −0.2





A4 =





−0.2 0.004

0 −1.72



 ,A5 =





−1 15

0 −0.2



 ,A6 =





−1 15

0 −1.72





A7 =





−1 0.004

0 −0.2



 ,A8 =





−1 0.004

0 −1.72



 ,Bi = B =





0

2.5



 ,C =
(

1 0
)

Erreurs de modélisation : Ai (t) = Ai +θ(t)Ai .

Ai =





0 0.5

0 0





θ(t) paramètre variant entre [0,1].
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0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

2

2.5
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3.5
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1
(t)

x
2
(t)

x
1
(t) estimé

x
2
(t) estimé

0 20 40 60 80 100
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

FIGURE : Etats et leurs estimées (gauche)-Paramètres θ et son estimée (droite)
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Conclusions

Nouvelle approche systématique pour le traitement des non-linéarités (saturation de

commande et variations paramétriques).

Méthode basée sur la ré-écriture sous forme de modèles T-S (par secteur non

linéaires).

Transformation en problème d’optimisation sous contraintes LMI (Inégalités

Matricielles Linéaires).

Perspectives

Application à la commande FTC pour la poursuite de modèle de référence.

Présence de bruits de mesure.

Application au diagnostic (résidus et bancs d’observateurs).

Utilisation de fonctions de Lyapunov permettant de relaxer les conditions LMI.
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Merci pour votre attention
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