José RAGOT and Didier MAQUIN

Institut National Polytechnique de Lorraine
Centre de Recherche en Automatique de Nancy
UMR CNRS 7039 / INPL / UHP
2, avenue de la forét de Haye, 54 516 Vandceuvre les Nancy

Q/E % CENTRE NATIONAL

DE LA RECHERCHE
I n I SCIENTIFIQUE

nancy Clh\m

S3, Mars 13, 2006



Validation de données pour des systemes incertains

o Les mesures collectées sur un processus physiques sont en
général affectées d’erreurs.

o Les mesures sont nécessaires pour connaitre 1’état de
fonctionnement d’un processus

o Les mesures sont nécessaires pour la conduite d’'un processus
et pour 'optimisation de son fonctionnement

o La réconciliation de données utilise le principe de redondance
massive ou analytique

@ Model based statistical methods are provided to analyse and
validate plant measurements.



o Il y a toujours un désaccord entre un systeme physique et son
modele. L’origine de ce désaccord est la présence d’incertitudes

o Les incertitudes peuvent affecter la description du processus
physique, les parametres des modeles, les mesures.

o Les incertitudes sont en général bornées : I'inertie d’un
systeme physique varie au cours du temps entre des valeurs
minimales et maximales.

o La modélisation peut prendre en compte des connaissances
incertaines : un coefficient de cinétique chimique compris entre
deux bornes.

o Le diagnostic peut prendre en compte des incertitudes : un
résidu indicateur de défaillance peut dépendre d’un parameétre
incertain.

o Il est préférable de délivrer un diagnostic imprécis qu’un
diagnostic sans sa précision
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Validation de données. Systemes incertains
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Définitions et concepts de base

o Un intervalle (fermé) est un sous-ensemble connexe de R.

o L’ensemble des intervalles de R est noté R.

o Exemple : [1, 3], [-oo, —2] sont des intervalles

[1, 3]U [4, 6] n’est pas un intervalle



Concepts de base : caractérisation d'un intervalle

o Intervalle
[rf]=r€R|z” <z <a"

o Largeur
w(z]) =27 — 2~
@ Rayon
y I
(la]) = S
o Centre I

m(le)) = T



Concepts de base : les quatre opérations

o Addition
[+ =" +y, a7 +y7]

o Soustraction

[2] = [y] = [z~ —y*, 2T —y7]

@ Multiplication

[2] . [y] = [min(a), max(a)], a=(2"y~, 2z~ y", 2"y, 2" y")

@ Division

1 1,
R Ul I i R R 1



Fonctions d’'un intervalle : définition

o Interval counterpart [f]* of f from R to R satisfies

1) = f(z) » @ € [2] }]

@ Fonctions non monotones

[expl"([z]) = [exp(z™), expa]
[log]"([z]) = [log(z7), logz™]



Boites : définition

Boite : une boite, ou vecteur intervalle [z] € R"™ résulte du produit
Cartesien de n intervalles, i.e. un vecteur a composantes intervalle :

[2] = [y, 2] x o x [y, 2]
Ir1 = [2, 3]
To = [1, 2]

I x3 = [12, 13]




Fonctions non monotones élémentaires : exemple

[2]* =

[w]{

[x+2, $—2]
[0, max(z~2, 21?)]
[m—z’ w+2]

(2]
[0, max(—z~, x™)]
[_x+v _x_]

Ve ez], <0
0 € [z]
Ve ez], >0

Ve elz], 2 <0
0 € [z]
Ve elz], >0



Fonction d’inclusion

Fonction f :R"™ — R™
Fonction d’nclusion : [f] est une fonction d’inclusion pour f si

[f] - R —R™
vzl € R* f([«]) < [f1([=])

[f] peut étre définie par une expression analytique, par un
algorithme de calcul, une équation differentielle. Pour la méme
fonction, une infinité de fonctions inclusion peut étre définie.



[f] : R? — R2.

[f] est minimale si [f]([x]) est la plus petite boite qui contienne

f([2])- [f] est monotone si ([z] C [y]) = [f1([=]) < [f1([v])



Différentes formes d’une fonction intervalle

Quatre expressions formelles d’'une méme fonction
22—z +1
= rzxzx—x+1
z(r—1)+1

Lo
= (:L' — 5) +

[0, 220, 2] +1=

[0, 2].[0, 2] —[0, 2] +1=
[0, 2.([0, 2] —1/2) +1=
([0, 2] —1/2)*> +3/4 =

alors que le domaine de variation de f dans [0, 2] est [3/4, 3].

fi([0, 2]) =
f([0, 2]) =
f3([0, 2]) =
fa([0, 2]) =

5]
5]
3]
3]



Intervalles : propriétés

Sous-distributivité

V], ], [ (2] (] + [2]) € [o] - [w] + (2] - [2]

Monotonicité
yCx= f(y) C f(x)

Conséquence : splitting
P

Uzi=2, z(N2j=0 = |Jf(=)C f@)

i=1 i#] i=1

Exemple

[¢]=[-1, 1] [l=10@, 2 [[]=[-3 -2
[«] - ([y] + []) = [-2, 2] and [a] . [y] + [2] - [2] =[5, 9]



Fonction d’inclusion : exemple

Yy = T1+22
2.5 Ty € [057 2]
b2 1 v € L, 2]
3 [ [ (R [ (A [
[ [ A [ R [
[ [ (AN [ VN [
| | 4+ [N — . 4R,L,\ —
o — - L AN BN A N
| | \ AN \ AN
\ | \ S \ N
‘ ‘ 3 > 3 N
N N
| | N N
1 [ | g .
\ | 2 T~ 2 ~~_
R ] [ [
[ [ - I T T T T
| | 1 | | 1 | |
0 1 2 3 1 2 3 1 2 3

{x2, 21} domaine {y2,y1} domaine {y2,y1} domaine



Fonction d’inclusion : d’ou viennent les problemes ?

e En fait, dans fi1(z) = 22 — 2+ 1, il y a deux occurrences de x qui
sont traitées de fagon completement indépendante.

e Une source majeur de pessimisme :
[x] — [x] n’est pas égal a [0, 0]

e En fait : [z] = [z] = [z~, 2] —[z~, =]
=[z7 —at, a2t —27]
e Sous-distributivité : [z].([x] — 1) C [z].[x] — [z]
[z]-([2] - 1) = [-2, 2]
[z]-[#] = [2] = [-2,4]



Extension intervalle : limitations

o L’effet de ”Wrapping” : surestimation, par un vecteur, de
I'image d’un vecteur intervalle (cette image n’est pas, en
général, un vecteur).

o Le probleme de dépendance : provient des occurrences
multiples d’'une méme variable pendant 1’évaluation intervalle
d’une expression.



Effet d’enveloppement : ”wrapping”

e =B D). e

= V2 (_[—1 1]+[-1 1]) _ 3 ([—1 1])

2 [-11]+[-11] [—11]
3 3
2 X > X,
1 1
0 0
1 1
2 2
3 3




Dépendance des données

[y1] = [z1] — [22]
[y] = 2 . [21]

[val =2 . [y1] =2 . [22]

xr1 € [2, 3]
T € [1, 2]

Y1 € [0? 2]
Y2 € [4, 6]




Quelques solutions et remedes

o Méthodes de sous-pavage
o Développement en série de Taylor

o Recherche d’opérateurs contractants



Fonction d’inclusion : le théoreme de Millman

vV, o Ry |
V2 o |R_2| V — R]_ R2 R3
V3 o ,T| i + i + i
" Ry Ry Rs3
v
Ey =24, E, €[10, 12] [E1]  [E.] | [Es
E3 €[4, 6], Ry € [10, 12] V] = [1?1] []?2] [1?]
fia =5, ts €16, 18] [Ri] " [Ro] " (R3]

|V e1164,15.27) |
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Quelques domaines d’applications

Process design and flowsheeting

Resolution of AC network equations

Hurwitz stability

Sensitivity analysis in geographic informationn system
Data validation and diagnosis

Quality control in manufacturing processes

Process identification
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Exemples introductifs

Systeme du premier ordre

y(t) = —y(t), y(0) € [0.9, 1.1]
[y(®)] = [wo] et = y(t) € [0.9e7F, 1.1e7]

15




Exemples introductifs

Un exemple plus difficile
y(k+1) =ay(k), y(0) € [0.9, 1.1], a € [0.8, 0.9]

[y(k)] = [y(0)] [a]*
y(k) € [7 7]



Exemples introductifs

Un exemple difficile

Ty(t) +y(t) = Kx(t)

K € —[0.6, 0.7]
T € [0.4, 0.5]
y(0) € [0.9, 1.1]



Exemples introductifs

Systéme dynamique incertain

Yk+1 = Yk + Ug, ap € [amim CLma:z:]

ay = ac+ vy, |Vk‘§]-
1
Aec = E(amin + amax)
o = E(amaw + amin)
Objectif

Calculer toutes les trajectoires possibles

Type de solution ?
Expression analytique
Solution numérique



Exemple introductif : capteur incertain

Caractéristique d’un capteur incertain
y y = g.x+h
= 2446, |04]<0.1
h = 446, |0,]<03

SS

Approche directe
19< g <21
192< g.¢z <21z
37< h <43
192+37< vy <21z+43

y—4.3< - <y—3.7
21— - 19




Exemple introductif : réponse d’'un capteur

Capteur a caractéristique incertaine

e On mesure z1, selon ’état du capteur, on obtient une valeur y; qui
appartient a un intervalle I

e On mesure x7, selon I’état du capteur, on obtient la valeur y» qui appartient
a un intervalle I»

e Les mesures intervalle sont-elles différentes ?



Exemple introductif : inverse de la réponse d’un capteur

e Deux mesures différentes y1 and y» ont été obtenues

e Quels sont les états qui ont été mesurées 7



Systeme linéaire incertain

25
(B )= (%) )

15
0

0.5 1 15

Remarque : la solution peut étre obtenue par I'union convexe de
solutions :



Systeme linéaire : solution des moindres carrés

Ajustement par moindres carrés

y=Xa+e, e~N(0,1)
a=(XTx)"1xTy

Estimation intervalle

[a] = (X" X) 7' XT[y]

2 1 [3.9 4.0]
0 1|a=([2022] :>[a]:<
10

[0.87 1.03])
[0.9 1.1]

[1.95 2.20]



Systeme linéaire : solution par moindres carrés

Exact solution is sometime difficult to obtain!

0] 1 4
(0 1) a= (2) ,[6]=[1.821]
1 0 1

B 1 2([0]1 + 1)
T ET2 (2[012 — (0] + 6)




Systeme non-linéaire : résolution par itération directe

[2] =
[v] =
[2] =
[v] =

z+y=7
ry =10

2] () (7~ D)
v () (7~ [=])
[2] (1) (10/[y])
[v] () (10/[a1)

e | et |y |yt
1 3 3 10
1.667 | 2.5 4.0 6.0
1.875 | 2.222 | 4.5 | 5.333
1.557 2.006 | 4.985 | 5.008 |



Evaluation de parametres et de leurs bornes

Modele
y = 270, zeR"
Mesures avec erreurs additives sur y

T = X

- k=1.N
Je = Yktey, |ey|< 53/}

Objectif

- a partir des mesures T et ¢ estimer les parametres 0 et les
bornes de erreurs 4.

- le modele le plus fin est recherché, i.e. le modele caractérisé par
les bornes les moins conservatives.



Evaluation de parametres et de leurs bornes

Jx — 210 < 4,
gjk:xgé’—i—eyk = |gjk—x{9|§6y = —gjk—l—xgﬁgéy

—z] -1 —i
—aL —1] /(0 N
-1 o0y) — | 1
ok -1 N

e Plus généralement, 'identification consiste a déterminer
I’ensemble des parametres consistant avec les mesures et les bornes
du bruit ou des perturbations.



Pourquoi utiliser des modeles de type intervalle

@ System characterisation only produces approximation
structure of models

o System identification only produces approximate values of the
parameters

@ The real system is non stationnary along the time



Détection de défaut a base de modele

A4

System

\

Model

> Observer Residual Residual
»| generation analysis
\/




Détection de défauts : approche générale

Modele du systeme
Yk = Muy + Ffi, + Wy,
Forme générique d’un résidu idéal

r. = Aup+ Byg
r.,. = 0 when f,=0 andwg#0

re # 0 when f #0 and \ark >> ai’;

Comment choisir les matrices A et B?



Détection de défauts : approche générale

r. = Aug+ By
= Auy + B(Mug + F fr, + Wwy,)
= (A+ BM)uy + BF fi + BWuwy

La solution ”idéale” A + BM = 0 permet de définir les deux
formes du résidu :

Ty = B(yk—Muk)
ry = BFfi+ BWuwg

Un probleme difficile de sensibilité : | BEF' | > | BW |?



Détection de défauts : systemes a parametres incertains

o Residus intervalle avec erreur de modélisation :

[re] = [Bl(yx — [M]u)

o Test
Si 0 € [ry], alors présence s ‘ ‘ ‘ ‘
d’un défaut DWW
Si 0 ¢ [ry], alors présence 5
d’un défaut 0 2 4 6 8 10
1
0

o Probleme de localisation de défautd 2 4 6 8 10

isoler les composantes nulles de 7 des autres

o Le couplage entre les résidus a été négligé
= non détection



Détection de défauts : cas des systemes statiques

o Modele
r3—x1—22=0
T4 —x1— 220 =0
@ Mesures yi=xi+m, =14, |nl|<1
o Estimation d’état

Ti=Yi =M
[2i] = yi + [-1 1]

©

Résidus
[r1] = [w3] — [z1] — [=2]
[ro] = [wa] — [z1] — 2[2]

©

Analyse des résidus



Détection de défauts : systeme statique général

o Modele
[Mlz = 0
y = [Dl=
o Estimation d’état
[2] = [D] "y
o Résidus
[r] = [M]]

= [M][D]™Yy



Détection de défauts : modele de type ARX

@ Model

Yrt1 = ayk +bug + f
o Equation de mesure

Uk =y +er, |ex|<0

u est supposée parfaitement connu

o Génération de résidus
Tk = Ukt+1— afk — bug — epq1 + aeg

= fr

Résidus intervalle : ry, € [r,, 'r’f:]
T = Gk+1 — afy — bug — (a+1)0
r]j :gk+1—agk—bUk+(a+1)5

Analyse des résidus : 0 € [, r;7]?



Détection de défauts : équation d’état

o Modele

Te+1 — Aa:k—l—B(nk)uk
ye = Cap+ Dfy

o Génération de résidus

z = C7Hyw — Ffy)
C ' 41 — Ffor1) = AC 'yw — Ffi) + Bnw)uy

re = C  ypp1 — AC™yp — B(ng)ug
ry = C F fry1 — ACTIF fy,




Détection de défauts : équation d’état

0.5

0.5

Residual rn
W
10 20 30 40 50 60 70
Fault detection on n
1 Il Il 1 1 J
10 20 30 40 50 60 70

/\JM
MWM
10 20 30 40 50 60 70

Fault detection on T

10 20 30 40 50 60 70



Détection de défauts : équation d’état

I T 1) A I

-




Application a la réconciliation de données

Modele

Mesures intervalle

ry =

T2

r3 =

Constraintes sur les

x] — x5 —x3=0
ri+er, x1=16, |e1|<2
T3+, m2=13, |e2|<1
x3+e3, x3=45 Je3|<15
estimées
14 <z1 <18
12 <3, <14
3 <23 <6



Application a la réconciliation de données

Domaine exact des solutions (coordonnées 21, &)



Reéconciliation de données : approximation extérieure

14 <1 <18
12 < I <14
3 S:II\Jl—:L'z <6
%2 | |
I |
I Val
I 7
I 0
e T e——
I
I
I
I
I
I
12— — — — — [ —— - — — — —
I 4 7
‘// // [ Xl
L |
14 18

Approximation extérieure du domaine exact (coordonnées Z1, )



Reéconciliation de données : approximation intérieure

14 <1 <18
12 < I <14
3 S:ﬁl—:llz <6
%2 | |
I |
I Val
I 7
I 0
i T T T T T ———— — — —
I
I
I
I
I
I
12— — — — — [T S ———————— — — — —
I 4 7
‘// // [ Xl
L |
14 18

Approximation intérieure du domaine exact (coordonnées %1, )



Réconciliation de données : meilleure approximation

intervalle intérieure

Formulation
T3—T1—2>=0 }

z; <% <zl i=1.3

Approximation par la boite la plus fine

Ti =@+ Aivi, A >0, [v|<1, i=13



Réconciliation de données : meilleure approximation

intervalle intérieure

r] < e+ Moy < af
ry < T+ ovp <
23 < o1+ Tep + A1+ dova < a5
v [€1, |1

$01+/\1—:E1’—§0
T+ M +2x; <0
xcz—i-/\l—w;SO
T+ A +ax, <0

T+ T2+ A+ A —23 <0
~Tel — T2+ A1+ Ao+ 23 <0

:>/\1’ /\27 Tcly T2




Réconciliation de données : meilleure approximation

intervalle intérieure

Formulation
T3 —21—22=0
Tg—21—22,=0
— A + .
z, <<z, i=1.4
Finest inner box approximation

Ti=wei+ANvi, A >0, |y |<1, i=1.4



Réconciliation de données : meilleure approximation

intérieure

2] < zer 4+ Moy < af
T, < Tep+ dov2 < 25
z3 < Ter 4 Tez + A1v1 4 Aove < 27
z; < @er 4 2we2 + Arv1 + 20002 < zf
[vi|<1, Jou2|<1

T+ A1 —zf <0
—Tc1+A1+x; <0

Tz + A —af <0
—Te2+ A +z, <0
$c1+$c2+)\1+)\2—$§rS0
—wcl—xcz+)\1+)\2+13_§0
Ter + 22 + AL+ 20 —af <0
—Tel — 22 + A1 +2X2+ 2, <0

= A1, A2, Tcl, Te2




Observateur intervalle : cas scalaire

Tpt1 = [al.xp +bug, xo
ye = ok
A chaque instant, les valeurs de a et ¢ sont inconnues, mais leurs

bornes sont connues. Simulation need to be done considering state
as an interval :

[zr+1] = [a].[z] + [b].uy
lye] = [e]-[zk]

Si [a] is positif, les deux bornes sont définies par :

),

— 1 —
{ o 21 o)
Ty = 3% (07 +a%) + (@ —a)sgn(x)))



Observateur intervalle : cas non linéaire géneral

. Try1 = f(or, ug, vg)
Syst S
ysteme { p = h(wk) +wy,

Perturbation bornée
|'Uk|§6v |wk|§6w

Ensemble des sorties admissibles a 'instant k& sur la base des
mesures yg

Dy = {y ly—ue | <oy}
Ensemble des états prédits a I'instant k£ + 1 sur la base des mesures
jusque l'instant to k

D:,k: = {f(wg,ur,vk) + €Dy, vk | < v}

Ensemble des état admissibles a l'instant k based on the
measurement yy

D), ={zr €R": h(z) € Dy}



Observateur intervalle. Example : systeme du premier

ordre

Modele
zry1 = [0.5 0.6]x + 0.5, 9 € [0.2 0.3]
Yk = T + wg, wg € [—0.05, 0.05]
Domaine d’état initial : Dyo =[0.2, 0.3]
Mesures s y1 = 0.60

Etat prédit a linstant (1) DZO =[0.5 0.6][.2 0.3] + 0.5 = [0.60 0.68]
Etat estimé a I'instant (1) : DY, = [0.55 0.65]
Correction : Dy1 = [.60 .65]



Filtre de ” Kalman” intervalle

Equation d’état du systeme

Try1 = f(ar, uk)
yr = 9(wr)

Filtre intervalle

XP=f(Xp-1,u-1)
Xp=XPng (Y



Observateur intervalle. Systeme coopératif

g . { Tpt1 = Azg + f(yk, vk)
" e = Cay,
GF { T = Az, + f(yk) + L(yx — Cxy))
w1 = Axl + fH () + Ly — Cay))
{ €, =Tk — Ty

+_ o+
e, =T, — Tk

epir = (A= LO)ef + f(y) — f(y)

Systeéme coopératif : si A — LC > 0 et e*(0) > 0, comme
ft—f>0,alors e; est toujours > 0.



Observateur intervalle. Cas linéaire

Systeme
Tk+1 = (A+Ak)517k + Bug, |Ap|<A

Y = CCEk

Observateur
l‘l;+1:| .y [m,;] LN [\ T, |] N [B] "
L’Ll y | | B|*
_1[A+]A4] A-|A] B B
M_2[A—|A| A+ | A N = f(A,S4), Sa=sgn(A)

Résidus

= - o+
Tk—yk—C[xk, T



Forme non itérative de 'observateur intervalle

Try1 = Az + Buy
A€ [A, AT, B € [B7, BT], 0 € [zg, 2¢]

e Time 1 :
z; = min (Az+ Bug)
Ty A7
:L'i’— = max (A:L'O + BUo)
Ty A7
e Time 2 : Ty = mj‘n B(Azwo + ABugy + Bu;)
Tk, )
wg = mng(A2w0 + ABug + Buy)
Tk, )



Forme non itérative de 'observateur intervalle

x, = min (Akxo + A" 1Bug + ... + Buy_1)

Ty )

x: = max (Akxo + A" 1Bug + ... + Buy_1)

Ty A7

e [’algorithme fournit ’enveloppe exacte des états
e La complexité des calculs croit avec le temps

e Le calcul en "temps réel” de ’enveloppe peut étre délicat



Forme non itérative de 'observateur intervalle

Solution approchée

e Idée : utiliser une fenétre glissante de largeur constante

e A l'instant k, les bornes de I’état sont connues :
T € [‘T]:7 xz_]
e A linstant k + L :

Ty, = min (Alzy + AX"'Buy + ... 4+ Bugyr_1)

T, )

x;:_’_L == kaiXB(AL:Ek + AL_IB'LLk 4+ ...+ B'LLk+L_1)



Forme itérative de 'observateur intervalle

Solution approchée

e L’intervalle [z L a:;;L 1] est une approximation de l'enveloppe
exacte.

e La largeur de fenétre peut étre adaptée en fonction d'un degré
désiré de précision de calcul.

e La largeur de fenétre peut étre adaptée en fonction de la
constante de temps du systeme.

e Comme la quantité a optimiser est exprimée sur un horizon
temporel fini, le volume des calculs est limitée et peut s’effectuer
en ligne.



Forme itérative de 'observateur intervalle

Application au diagnostic

Estimation de la sortie

Ye4+L = C(Aka + AP 1By + ... + Bujir-1)

Dy = min C(Ala) + AL 'Bug + ... + Bugyr_1)

k> Aa

0=  max C(Afzy, + AX"1Buy, + ... + Buyi1_1)

Génération de résidus

gk—i—L = Yk+L — [@];+L7 :Z/\k+L]



Satisfaction de contraintes

@ Constraint satisfaction problems or CSPs are problems where
one must find states that satisfy a number of constraints or
criteria.

@ A CSP can be formally defined by :

o a set of variables x1, 2, .., Ty

o each variable x; has a discrete and finite set of possible values
(their domain D;),

o a set of constraints among these variables.

The solution to a CSP is to find a value for each variable,
from their respective domain, which satisfy all the constraints



Satisfaction de contraintes. Projection des données

Formulation
vefz], yelyl zel]
z=x+vy
(7] =] () (21 - [eD)
bl = ] () () - L)
[2] =[] ) (=] + [v])
Example

x € (10, 12], ye[11, 13], =€ [20, 22]
z=x+y

— [z]=[10, 11], [y]=[11, 12], [2] = [21, 22]



Satisfaction de contraintes.

Propagation-rétropropagation

Tey1 = f(@r,ur)
e = g(xr)
e = yr+en |lex|<o
Algorithme

Initialisation : X g,... X x_1, Y1,..., Yp_1

for é=1tok—-1, {X,= X, NAXr1)Ng (Yo)}
for=k—1tol, {Yg:g(Xg), Xyp1= Xg_lﬂf_l(Xg)}

Itération k : collecter les mesures §, ensuite :
Ye = Ye Gk — 0 i+ 6]
X = Xp[ A Xe1)[)g (Yr)
Y. = Yi[)g(Xy)



Satisfaction de contraintes. Estimation d’état

Modele
T1k+1 = T1kTok + Uk
Tok+1 = —TLk+ T2k — Uk
Y = X1k T T2k
Simulateur
2k = Tik Tok
T1k+1 = R+ Ug
Tok+1 = —TLk+ T2k — Uk

Ye = X1k T T2k



Satisfaction de contraintes. Estimation d’état

Initialisation : ug et yi sont connus
[xl,k] = [_007 OO] [x2,k] = [_007 OO] [Zk] = [_007 OO]
Algorithme directe : pour k=1a N

[ze] = [z] Nlzk]lr2k]
[z1 k1] = [zrera] N ([zx] + [uk])
[2k+1] = [z2kt] N ([zie] + [z2,6] — [uk]
[kt = e+l N ([Trpga] + [22,541])

Algorithme rétrograde : pour k=N a1l

[2k+1] = [z2k+1] N (k1] = [21841])
[E1e41] = [@rea] N (Weta] = [22441])
[z1k] = [z1e] N (—[r2k1] + [22,4] = [uk])
[24] = [z24] N ([22,041] = [z14] + [ur])
[zk] = [z1k+1] — [ux]
[z16] = [r1e] N ([zx]/[22.]

[r2.6] N ([2]/[1.4]

[22,k]



Satisfaction de contraintes. Estimation d’état

Phase traiectorv



Satisfaction de contraintes. Estimation d’état




Conclusion

©

An alternative to the normal probability density function

©

Propagation of uncertainties is easy to perform

©

Possibly use of static / dynamic / linear / nonlinear models

©

Pessimism results in some situations

Bounds estimation

©

©

Bounds adaptation using new information



