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Validation de donn�ees pour des syst�emes incertains

Les mesures collect�ees sur un processus physiques sont en
g�en�eral a�ect�ees d'erreurs.

Les mesures sont n�ecessaires pour connâ�tre l'�etat de
fonctionnement d'un processus

Les mesures sont n�ecessaires pour la conduite d'un processus
et pour l'optimisation de son fonctionnement

La r�econciliation de donn�ees utilise le principe de redondance
massive ou analytique

Model based statistical methods are provided to analyse and
validate plant measurements.



Motivation

Il y a toujours un d�esaccord entre un syst�eme physique et son
mod�ele. L'origine de ce d�esaccord est la pr�esence d'incertitudes

Les incertitudes peuvent a�ecter la description du processus
physique, les param�etres des mod�eles, les mesures.

Les incertitudes sont en g�en�eral born�ees : l'inertie d'u n
syst�eme physique varie au cours du temps entre des valeurs
minimales et maximales.

La mod�elisation peut prendre en compte des connaissances
incertaines : un coe�cient de cin�etique chimique compris entre
deux bornes.

Le diagnostic peut prendre en compte des incertitudes : un
r�esidu indicateur de d�efaillance peut d�ependre d'un par am�etre
incertain.

Il est pr�ef�erable de d�elivrer un diagnostic impr�ecis qu 'un
diagnostic sans sa pr�ecision



Etapes de la validation de donn�ees
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Validation de donn�ees. Syst�emes incertains
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D�e�nitions et concepts de base

Un intervalle (ferm�e) est un sous-ensemble connexe de R.

L'ensemble des intervalles de R est not�e R.

Exemple : [1; 3]; [�1 ; � 2] sont des intervalles

[1; 3]
S

[4; 6] n'est pas un intervalle



Concepts de base : caract�erisation d'un intervalle

Intervalle
[x] = x 2 R j x � � x � x+

Largeur
w([x]) = x+ � x �

Rayon

r ([x]) =
x+ � x �

2

Centre
m([x]) =

x+ + x �

2



Concepts de base : les quatre op�erations

Addition

[x] + [ y] = [ x � + y� ; x+ + y+ ]

Soustraction

[x] � [y] = [ x � � y+ ; x+ � y� ]

Multiplication

[x] : [y] = [min( a); max(a)]; a = ( x � y� ; x � y+ ; x+ y� ; x+ y+ )

Division

[x] = [y] = [ x] : [
1

y+ ;
1

y� ]; if 0 =2 [y]



Fonctions d'un intervalle : d�e�nition

Interval counterpart [f ]� of f from R to R satis�es

[f ]� ([x]) = [ f f (x) : x 2 [x] g]

Fonctions non monotones

[exp]� ([x]) = [exp(x � ); expx+ ]

[log]� ([x]) = [log( x � ); logx+ ]



Bô�tes : d�e�nition

Bô�te : une bô�te, ou vecteur intervalle [x] 2 Rn r�esulte du produit
Cartesien den intervalles, i.e. un vecteur �a composantes intervalle :

[x] = [ x �
1 ; x+

1 ] � ::: � [x �
n ; x+

n ]

x1 = [2 ; 3]

x2 = [1 ; 2]

x3 = [12; 13]



Fonctions non monotones �el�ementaires : exemple

[x]2 =

8
<

:

[x+2 ; x � 2] if 8x 2 [x]; x � 0
[0; max(x � 2; x+2 )] if 0 2 [x]
[x � 2; x+2 ] if 8x 2 [x]; x � 0

j [x] j=

8
<

:

[x] if 8x 2 [x]; x � 0
[0; max(� x � ; x+ )] if 0 2 [x]
[� x+ ; � x � ] if 8x 2 [x]; x � 0



Fonction d'inclusion

Fonction f : Rn 7! Rm

Fonction d'nclusion : [f ] est une fonction d'inclusion pour f si

[f ] : Rn 7! Rm

8[x] 2 Rn ; f ([x]) � [f ]([x])

[f ] peut être d�e�nie par une expression analytique, par un
algorithme de calcul, une �equation di�erentielle. Pour la même
fonction, une in�nit�e de fonctions inclusion peut être d�e�nie.



Fonction d'inclusion

[f ] : R2 7! R2.

x
1

x
2

[f]([x])

[f]*([x])

f([x])

y
1

y
2

[f ] est minimale si [f ]([x]) est la plus petite bô�te qui contienne
f ([x]). [f ] est monotone si([x] � [y]) =) [f ]([x]) � [f ]([y])



Di��erentes formes d'une fonction intervalle

Quatre expressions formelles d'une même fonction

f 1(x) = x2 � x + 1

f 2(x) = x � x � x + 1

f 3(x) = x(x � 1) + 1

f 4(x) = ( x �
1
2

)2 +
3
4

alors que le domaine de variation def dans [0; 2] est [3=4; 3].

f 1([0; 2]) = [0 ; 2]2 � [0; 2] + 1 = [ � 1; 5]

f 2([0; 2]) = [0 ; 2]:[0; 2] � [0; 2] + 1 = [ � 1; 5]

f 3([0; 2]) = [0 ; 2]:([0; 2] � 1=2) + 1 = [ � 1; 3]

f 4([0; 2]) = ([0 ; 2] � 1=2)2 + 3=4 = [0; 3]



Intervalles : propri�et�es

Sous-distributivit�e
8 [x]; [y]; [z] [x] : ([y] + [ z]) � [x] : [y] + [ x] : [z]

Monotonicit�e
y � x ) f (y) � f (x)

Cons�equence : splitting
p[

i =1

x i = x; x i

\

i 6= j

x j = ; =)
p[

i =1

f (x i ) � f (x)

Exemple

[x] = [ � 1; 1] [y] = [1 ; 2] [z] = [ � 3; � 2]

[x] : ([y] + [ z]) = [ � 2; 2] and [x] : [y] + [ x] : [z] = [ � 5; 5]



Fonction d'inclusion : exemple

y1 = x1 + x2

y2 =
2:5
x1

x1 2 [0:5; 2]

x2 2 [1; 2]

0 1 2 3

1

2

3

1 2 3
1

2

3

4

1 2 3
1

2

3

4

f x2; x1g domaine f y2; y1g domaine f y2; y1g domaine



Fonction d'inclusion : d'o�u viennent les probl�emes ?

� En fait, dans f 1(x) = x2 � x + 1 , il y a deux occurrences dex qui
sont trait�ees de fa�con compl�etement ind�ependante.

� Une source majeur de pessimisme :
[x] � [x] n'est pas �egal �a [0; 0]

� En fait : [x] � [x] = [ x � ; x+ ] � [x � ; x+ ]
= [ x � � x+ ; x+ � x � ]

� Sous-distributivit�e : [x]:([x] � 1) � [x]:[x] � [x]
[x]:([x] � 1) = [ � 2; 2]
[x]:[x] � [x] = [ � 2; 4]



Extension intervalle : limitations

L'e�et de "Wrapping" : surestimation, par un vecteur, de
l'image d'un vecteur intervalle (cette image n'est pas, en
g�en�eral, un vecteur).

Le probl�eme de d�ependance : provient des occurrences
multiples d'une même variable pendant l'�evaluation inte rvalle
d'une expression.



E�et d'enveloppement : "wrapping"

xk+1 = Ax k ; A =

p
2

2

�
1 1

� 1 1

�
; x0 =

�
[� 1 1]
[� 1 1]

�

x1 =

p
2

2

�
[� 1 1] + [ � 1 1]

� [� 1 1] + [ � 1 1]

�
=

p
2

�
[� 1 1]
[� 1 1]

�

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1
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x
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x
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D�ependance des donn�ees

[y1] = [ x1] � [x2]

[y2] = 2 : [x1]

[y2] � 2 : [y1] = 2 : [x2]

2 4 6 8
-2

-1

0

1

2

3

4

y
2

y
1x1 2 [2; 3]

x2 2 [1; 2]

y1 2 [0; 2]
y2 2 [4; 6]



Quelques solutions et rem�edes

M�ethodes de sous-pavage

D�eveloppement en s�erie de Taylor

Recherche d'op�erateurs contractants



Fonction d'inclusion : le th�eor�eme de Millman

.

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�

E1 = 24; E2 2 [10; 12]

E3 2 [4; 6]; R1 2 [10; 12]

R2 = 5 ; R3 2 [16; 18]

V =

E1

R1
+

E2

R2
+

E3

R3
1

R1
+

1
R2

+
1

R3

[V ] =

[E1]
[R1]

+
[E2]
[R2]

+
[E3]
[R3]

1
[R1]

+
1

[R2]
+

1
[R3]

V 2 [11:64; 15:27]

.
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Quelques domaines d'applications

Process design and 
owsheeting

Resolution of AC network equations

Hurwitz stability

Sensitivity analysis in geographic informationn system

Data validation and diagnosis

Quality control in manufacturing processes

Process identi�cation

...



Exemples introductifs

Syst�eme du premier ordre

_y(t) = � y(t); y(0) 2 [0:9; 1:1]

[y(t)] = [ y0] e� t ) y(t) 2 [0:9e� t ; 1:1e� t ]

0 2 4 6 8 10 12 14
0

0.5

1

1.5



Exemples introductifs

Un exemple plus di�cile

y(k + 1) = ay(k); y(0) 2 [0:9; 1:1]; a 2 [0:8; 0:9]

[y(k)] = [ y(0)] [a]k

y(k) 2 [?; ?]



Exemples introductifs

Un exemple di�cile

T _y(t) + y(t) = Kx (t)

K 2 � [0:6; 0:7]

T 2 [0:4; 0:5]

y(0) 2 [0:9; 1:1]



Exemples introductifs

Syst�eme dynamique incertain

yk+1 = akyk + uk ; ak 2 [amin ; amax ]

ak = ac + �� k ; j � k j� 1

ac =
1
2

(amin + amax )

� =
1
2

(amax + amin )

Objectif

Calculer toutes les trajectoires possibles

Type de solution ?
Expression analytique
Solution num�erique



Exemple introductif : capteur incertain

Caract�eristique d'un capteur incertain

x

y y = g : x + h

g = 2 + � g; j � g j� 0:1

h = 4 + � h ; j � h j� 0:3

Approche directe

1:9 � g � 2:1

1:9 x � g : x � 2:1 x

3:7 � h � 4:3

1:9 x + 3 :7 � y � 2:1 x + 4 :3
y � 4:3

2:1
� x �

y � 3:7
1:9



Exemple introductif : r�eponse d'un capteur

Capteur �a caract�eristique incertaine

0 1
0

1

2

x

y

x 1 x 2

0 1
0

1

2

x

y

x 1 x 2

� On mesure x1, selon l'�etat du capteur, on obtient une valeur y1 qui
appartient �a un intervalle I 1

� On mesure x2, selon l'�etat du capteur, on obtient la valeur y2 qui appartient
�a un intervalle I 2

� Les mesures intervalle sont-elles di��erentes ?



Exemple introductif : inverse de la r�eponse d'un capteur

0 1 2
0

2

x

y

y
1

y
2

0 1 2
0

2

x

y

y
1

y
2

� Deux mesures di��erentes y1 and y2 ont �et�e obtenues

� Quels sont les �etats qui ont �et�e mesur�ees ?



Syst�eme lin�eaire incertain

�
[1; 2] 1
� 1 1

�
x =

�
3:5

[1; 2]

�

0 0.5 1 1.5
1.5

2

2.5

3

Remarque : la solution peut être obtenue par l'union convexe de
solutions :

�
1 1

� 1 1

�
x =

�
3:5
1

�
;

�
1 1

� 1 1

�
x =

�
3:5
2

�

�
1 2

� 1 1

�
x =

�
3:5
1

�
;

�
1 2

� 1 1

�
x =

�
3:5
2

�



Syst�eme lin�eaire : solution des moindres carr�es

Ajustement par moindres carr�es

y = Xa + "; " ' N (0; I )

a = ( X T X )� 1X T y

Estimation intervalle

[a] = ( X T X )� 1X T [y]

0

@
2 1
0 1
1 0

1

A a =

0

@
[3:9 4:0]
[2:0 2:2]
[0:9 1:1]

1

A ) [a] =
�

[0:87 1:03]
[1:95 2:20]

�



Syst�eme lin�eaire : solution par moindres carr�es

Exact solution is sometime di�cult to obtain !
0

@
[� ] 1
0 1
1 0

1

A a =

0

@
4
2
1

1

A ; [� ] = [1 :8 2:1]

a =
1

[� ]2 + 2

�
2([� ] + 1)

2[� ]2 � [� ] + 6

�



Syst�eme non-lin�eaire : r�esolution par it�eration direc te

x + y = 7

xy = 10

[x] = [ x]
\

(7 � [y])

[y] = [ y]
\

(7 � [x])

[x] = [ x]
\

(10=[y])

[y] = [ y]
\

(10=[x])

x � x+ y� y+

1 3 3 10
1.667 2.5 4.0 6.0
1.875 2.222 4.5 5.333

...
1.997 2.006 4.985 5.008



Evaluation de param�etres et de leurs bornes

Mod�ele

y = xT �; x 2 Rn

Mesures avec erreurs additives sury

~xk = xk

~yk = yk + eyk ; j eyk j � � y

�
k = 1 ::N

Objectif
- �a partir des mesures ~xk et ~yk estimer les param�etres � et les
bornes de erreurs� y .
- le mod�ele le plus �n est recherch�e, i.e. le mod�ele caract�eris�e par
les bornes les moins conservatives.



Evaluation de param�etres et de leurs bornes

~yk = xT
k � + eyk =) j ~yk � xT

k � j� � y =)

~yk � xT
k � � � y

� ~yk + xT
k � � � y

0

B
B
B
B
B
B
@

� xT
1 � 1

: : :
� xT

N � 1
xT

1 � 1
: : :
xT

N � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�
�
� y

�
�

0

B
B
B
B
B
B
@

� ~y1

: : :
� ~yN

~y1

: : :
~yN

1

C
C
C
C
C
C
A

� Plus g�en�eralement, l'identi�cation consiste �a d�eterm iner
l'ensemble des param�etres consistant avec les mesures et les bornes
du bruit ou des perturbations.



Pourquoi utiliser des mod�eles de type intervalle

System characterisation only produces approximation
structure of models

System identi�cation only produces approximate values of the
parameters

The real system is non stationnary along the time



D�etection de d�efaut �a base de mod�ele

� �  ! " #

$ %  " & ' " & (

"  ) * + , -

.

" / " & , ! ) 0 /

(

"  ) * + , -

, / , - �  )  

1 2 3 4 5

6 5 7 8 9



D�etection de d�efauts : approche g�en�erale

Mod�ele du syst�eme

yk = Mu k + F f k + W wk

Forme g�en�erique d'un r�esidu id�eal

r k = Auk + Byk

r k = 0 when f k = 0 and wk 6= 0

r k 6= 0 when f k 6= 0 and j
@rk
@fk

j >> j
@rk
@wk

j

Comment choisir les matricesA et B ?



D�etection de d�efauts : approche g�en�erale

r k = Auk + Byk

= Auk + B (Mu k + F f k + W wk)

= ( A + BM )uk + BF f k + BW wk

La solution "id�eale" A + BM = 0 permet de d�e�nir les deux
formes du r�esidu :

r k = B (yk � Mu k )

r k = BF f k + BW wk

Un probl�eme di�cile de sensibilit�e : j BF j � j BW j ?



D�etection de d�efauts : syst�emes �a param�etres incertains

Residus intervalle avec erreur de mod�elisation :

[r k ] = [ B ](yk � [M ]uk )
Test

Si 0 2 [r k ], alors pr�esence
d'un d�efaut
Si 0 =2 [r k ], alors pr�esence
d'un d�efaut 0 2 4 6 8 10

-10

-5

0

5

0 2 4 6 8 10

0

0.5

1

Probl�eme de localisation de d�efauts
isoler les composantes nulles der k des autres

Le couplage entre les r�esidus a �et�e n�eglig�e
=) non d�etection



D�etection de d�efauts : cas des syst�emes statiques

Mod�ele
x3 � x1 � x2 = 0

x4 � x1 � 2x2 = 0

Mesures yi = x i + � i ; i = 1 ::4; j � i j� 1

Estimation d'�etat
x i = yi � � i

[x i ] = yi + [ � 1 1]

R�esidus
[r1] = [ x3] � [x1] � [x2]

[r2] = [ x4] � [x1] � 2[x2]

Analyse des r�esidus



D�etection de d�efauts : syst�eme statique g�en�eral

Mod�ele

[M ]x = 0

y = [ D ]x

Estimation d'�etat

[x] = [ D ]� 1y

R�esidus

[r ] = [ M ][x]

= [ M ][D ]� 1y



D�etection de d�efauts : mod�ele de type ARX

Model
yk+1 = ayk + buk + f k

Equation de mesure

~yk = yk + ek ; j ek j� �

u est suppos�ee parfaitement connu

G�en�eration de r�esidus

r k = ~yk+1 � a~yk � buk � ek+1 + aek

= f k

R�esidus intervalle : r k 2 [r �
k ; r +

k ]

r �
k = ~yk+1 � a~yk � buk � (a + 1) �

r +
k = ~yk+1 � a~yk � buk + ( a + 1) �

Analyse des r�esidus :0 2 [r �
k ; r +

k ] ?



D�etection de d�efauts : �equation d'�etat

Mod�ele

xk+1 = Ax k + B (� k )uk

yk = Cxk + Df k

G�en�eration de r�esidus

xk = C � 1(yk � F f k)

C � 1(yk+1 � F f k+1 ) = AC � 1(yk � F f k) + B (� k)uk

r k = C � 1yk+1 � AC � 1yk � B (� k )uk

r k = C � 1F f k+1 � AC � 1F f k



D�etection de d�efauts : �equation d'�etat

10 20 30 40 50 60 70
-0.5

0

0.5
Residual r

1

10 20 30 40 50 60 70
0

0.5

1
Fault detection on r

1

10 20 30 40 50 60 70
-0.5

0

0.5
Residual r

2

10 20 30 40 50 60 70
0

0.5

1
Fault detection on r

2



D�etection de d�efauts : �equation d'�etat

: ;

< =

: ;

< =

: ;

< =

: ;

< =



Application �a la r�econciliation de donn�ees

Mod�ele

x �
1 � x �

2 � x �
3 = 0

Mesures intervalle

x1 = x �
1 + e1; x1 = 16; j e1 j� 2

x2 = x �
2 + e2; x2 = 13; j e2 j� 1

x3 = x �
3 + e3; x3 = 4 :5; j e3 j� 1:5

Constraintes sur les estim�ees

14 � x̂1 � 18

12 � x̂2 � 14

3 � x̂3 � 6



Application �a la r�econciliation de donn�ees

14 � x̂1 � 18

12 � x̂2 � 14

3 � x̂1 � x̂2 � 6

14 18

12

14

x
1

x
2

Domaine exact des solutions (coordonn�eeŝx1, x̂2)



R�econciliation de donn�ees : approximation ext�erieure

14 � x̂1 � 18

12 � x̂2 � 14

3 � x̂1 � x̂2 � 6

14 18

12

14

x
1

x
2

Approximation ext�erieure du domaine exact (coordonn�ees x̂1, x̂2)



R�econciliation de donn�ees : approximation int�erieure

14 � x̂1 � 18

12 � x̂2 � 14

3 � x̂1 � x̂2 � 6

14 18

12

14

x
1

x
2

Approximation int�erieure du domaine exact (coordonn�ees x̂1, x̂2)



R�econciliation de donn�ees : meilleure approximation
intervalle int�erieure

Formulation
x̂3 � x̂1 � x̂2 = 0

	

x �
i � x̂ i � x+

i ; i = 1 ::3

Approximation par la bô�te la plus �ne

x̂ i = xc;i + � i vi ; � i > 0; j vi j� 1; i = 1 ::3



R�econciliation de donn�ees : meilleure approximation
intervalle int�erieure

x �
1 � xc1 + � 1v1 � x+

1
x �

2 � xc2 + � 2v2 � x+
2

x �
3 � xc1 + xc2 + � 1v1 + � 2v2 � x+

3
j v1 j� 1; j v2 j� 1

9
>>=

>>;

xc1 + � 1 � x+
1 � 0

� xc1 + � 1 + x �
1 � 0

xc2 + � 1 � x+
2 � 0

� xc2 + � 1 + x �
2 � 0

xc1 + xc2 + � 1 + � 2 � x+
3 � 0

� xc1 � xc2 + � 1 + � 2 + x �
3 � 0

9
>>>>>>=

>>>>>>;

=) � 1; � 2; xc1; xc2



R�econciliation de donn�ees : meilleure approximation
intervalle int�erieure

Formulation
x̂3 � x̂1 � x̂2 = 0
x̂4 � x̂1 � 2x̂2 = 0

�

x �
i � x̂ i � x+

i ; i = 1 ::4

Finest inner box approximation

x̂ i = xc;i + � i vi ; � i > 0; j vi j� 1; i = 1 ::4



R�econciliation de donn�ees : meilleure approximation
int�erieure

x �
1 � xc1 + � 1v1 � x+

1
x �

2 � xc2 + � 2v2 � x+
2

x �
3 � xc1 + xc2 + � 1v1 + � 2v2 � x+

3
x �

4 � xc1 + 2 xc2 + � 1v1 + 2 � 2v2 � x+
4

j v1 j� 1; j v2 j� 1

9
>>>>=

>>>>;

xc1 + � 1 � x+
1 � 0

� xc1 + � 1 + x �
1 � 0

xc2 + � 1 � x+
2 � 0

� xc2 + � 1 + x �
2 � 0

xc1 + xc2 + � 1 + � 2 � x+
3 � 0

� xc1 � xc2 + � 1 + � 2 + x �
3 � 0

xc1 + 2 xc2 + � 1 + 2 � 2 � x+
4 � 0

� xc1 � 2xc2 + � 1 + 2 � 2 + x �
4 � 0

9
>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>;

=) � 1; � 2; x c1; x c2



Observateur intervalle : cas scalaire

xk+1 = [ a]:xk + buk ; x0

yk = [ c]xk

A chaque instant, les valeurs de a et c sont inconnues, mais leurs
bornes sont connues. Simulation need to be done consideringstate
as an interval :

[xk+1 ] = [ a]:[xk ] + [ b]:uk

[yk ] = [ c]:[xk ]

Si [a] is positif, les deux bornes sont d�e�nies par :
�

x �
k+1 = 1

2x �
k

�
(a� + a+ ) � (a+ � a� )sgn(x �

k )
�

x+
k+1 = 1

2x+
k

�
(a� + a+ ) + ( a+ � a� )sgn(x+

k )
�



Observateur intervalle : cas non lin�eaire g�eneral

Syst�eme S :
�

xk+1 = f (xk ; uk ; vk )
yk = h(xk ) + wk

Perturbation born�ee

j vk j� � v j wk j� � w

Ensemble des sorties admissibles �a l'instantk sur la base des
mesuresyk

Dy;k = f y : j y � yk j < � yg

Ensemble des �etats pr�edits �a l'instant k + 1 sur la base des mesures
jusque l'instant to k

D+
x;k = f f (xk ; uk ; vk ) : x 2 D x;k ; j vk j � � vg

Ensemble des �etat admissibles �a l'instant k based on the
measurementyk

Dy
x;k = f x 2 Rn : h(x) 2 D y;k g

Ensemble des �etat admissibles �a l'instant (correction)



Observateur intervalle. Example : syst�eme du premier
ordre

Mod�ele

xk+1 = [0 :5 0:6]xk + 0 :5; x0 2 [0:2 0:3]

yk = xk + wk ; wk 2 [� 0:05; 0:05]

Domaine d'�etat initial : Dx;0 = [0 :2; 0:3]

Mesures : y1 = 0 :60

Etat pr�edit �a l'instant (1) : D+
x;0 = [0 :5 0:6][:2 0:3] + 0:5 = [0:60 0:68]

Etat estim�e �a l'instant (1) : Dy
x;1 = [0 :55 0:65]

Correction : Dx;1 = [ :60 :65]



Filtre de "Kalman" intervalle

Equation d'�etat du syst�eme

xk+1 = f (xk ; uk )

yk = g(xk )

Filtre intervalle

XX p
k = f ( XX k� 1; uk� 1)

XX k = XX p
k \ g� 1( YY k )



Observateur intervalle. Syst�eme coop�eratif

S :
�

xk+1 = Ax k + f (yk ; vk )
yk = Cxk

S� :
�

x �
k+1 = Ax �

k + f � (yk) + L(yk � Cx �
k )

x+
k+1 = Ax +

k + f + (yk) + L(yk � Cx+
k )

�
e�

k = xk � x �
k

e+
k = x+

k � xk

e+
k+1 = ( A � LC )e+

k + f + (y) � f (y)

Syst�eme coop�eratif : si A � LC > 0 et e+ (0) > 0, comme
f + � f � 0, alors e+

k est toujours � 0.



Observateur intervalle. Cas lin�eaire

Syst�eme
xk+1 = ( A + � k)xk + Buk ; j � k j� �

yk = Cxk

Observateur
�
x �

k+1
x+

k+1

�
= M

�
x �

k
x+

k

�
+ N

�
j x �

k j
j x+

k j

�
+

�
B
B

�
uk

M =
1
2

�
A+ j A j A� j A j
A� j A j A+ j A j

�
N = f (� ; SA ); SA = sgn(A)

R�esidus
r k = yk � C[x �

k ; x+
k ]



Forme non it�erative de l'observateur intervalle

xk+1 = Ax k + Buk

A 2 [A � ; A+ ]; B 2 [B � ; B + ]; x0 2 [x �
0 ; x+

0 ]

� Time 1 :
x �

1 = min
xk ; A; B

(Ax 0 + Bu0)

x+
1 = max

xk ; A; B
(Ax 0 + Bu0)

� Time 2 : x �
2 = min

xk ; A; B
(A2x0 + ABu 0 + Bu1)

x+
2 = max

xk ; A; B
(A2x0 + ABu 0 + Bu1)

� ...



Forme non it�erative de l'observateur intervalle

� Time k :

x �
k = min

xk ; A; B
(Akx0 + Ak� 1Bu0 + ::: + Buk� 1)

x+
k = max

xk ; A; B
(Akx0 + Ak� 1Bu0 + ::: + Buk� 1)

� L'algorithme fournit l'enveloppe exacte des �etats

� La complexit�e des calculs crô�t avec le temps

� Le calcul en "temps r�eel" de l'enveloppe peut être d�elicat



Forme non it�erative de l'observateur intervalle
Solution approch�ee

� Id�ee : utiliser une fenêtre glissante de largeur constante

� A l'instant k, les bornes de l'�etat sont connues :

xk 2 [x �
k ; x+

k ]

� A l'instant k + L :

x �
k+ L = min

xk ; A; B
(AL xk + AL � 1Buk + ::: + Buk+ L � 1)

x+
k+ L = max

xk ; A; B
(AL xk + AL � 1Buk + ::: + Buk+ L � 1)



Forme it�erative de l'observateur intervalle
Solution approch�ee

� L'intervalle [x �
k+ L ; x+

k+ L ] est une approximation de l'enveloppe
exacte.

� La largeur de fenêtre peut être adapt�ee en fonction d'un degr�e
d�esir�e de pr�ecision de calcul.

� La largeur de fenêtre peut être adapt�ee en fonction de la
constante de temps du syst�eme.

� Comme la quantit�e �a optimiser est exprim�ee sur un horizon
temporel �ni, le volume des calculs est limit�ee et peut s'e� ectuer
en ligne.



Forme it�erative de l'observateur intervalle
Application au diagnostic

Estimation de la sortie

yk+ L = C(AL xk + AL � 1Buk + ::: + Buk+ L � 1)

ŷ�
k+ L = min

xk ; A; B
C(AL xk + AL � 1Buk + ::: + Buk+ L � 1)

ŷ+
k+ L = max

xk ; A; B
C(AL xk + AL � 1Buk + ::: + Buk+ L � 1)

G�en�eration de r�esidus

~yk+ L = yk+ L � [ŷ�
k+ L ; ŷ+

k+ L ]



Satisfaction de contraintes

Constraint satisfaction problems or CSPs are problems where
one must �nd states that satisfy a number of constraints or
criteria.

A CSP can be formally de�ned by :
a set of variablesx1; x2; ::; xn

each variablex i has a discrete and �nite set of possible values
(their domain D i ),
a set of constraints among these variables.

The solution to a CSP is to �nd a value for each variable,
from their respective domain, which satisfy all the constraints



Satisfaction de contraintes. Projection des donn�ees

Formulation
x 2 [x]; y 2 [y]; z 2 [z]

z = x + y

[x] = [ x]
\

([z] � [y])

[y] = [ y]
\

([z] � [x])

[z] = [ z]
\

([x] + [ y])

Example

x 2 [10; 12]; y 2 [11; 13]; z 2 [20; 22]

z = x + y

=) [x] = [10; 11]; [y] = [11; 12]; [z] = [21; 22]



Satisfaction de contraintes.
Propagation-r�etropropagation

xk+1 = f (xk ; uk )

yk = g(xk )

~yk = yk + ek ; j ek j� �

Algorithme

Initialisation : XX 0; ::: XX k� 1; YY 1; :::; YY k� 1

for ` = 1 to k � 1, f XX ` = XX `
T

f ( XX ` � 1)
T

g� 1( YY ` )g
for ` = k � 1 to 1, f YY ` = g( XX ` ); XX ` � 1 = XX ` � 1

T
f � 1( XX ` )g

It�eration k : collecter les mesures~yk , ensuite :

YY k = YY k

\
[~yk � �; ~yk + � ]

XX k = XX k

\
f ( XX k� 1)

\
g� 1( YY k )

YY k = YY k

\
g( XX k)



Satisfaction de contraintes. Estimation d'�etat

Mod�ele
x1;k+1 = x1;kx2;k + uk

x2;k+1 = � x1;k + x2;k � uk

yk = x1;k + x2;k

Simulateur

zk = x1;k x2;k

x1;k+1 = zk + uk

x2;k+1 = � x1;k + x2;k � uk

yk = x1;k + x2;k



Satisfaction de contraintes. Estimation d'�etat

Initialisation : uk et yk sont connus
[x1;k ] = [ �1 ; 1 ] [x2;k ] = [ �1 ; 1 ] [zk ] = [ �1 ; 1 ]
Algorithme directe : pour k = 1 �a N

[zk ] = [ zk ]
T

[x1;k ][x2;k ]
[x1;k+1 ] = [ x1;k+1 ]

T
([zk ] + [ uk ])

[x2;k+1 ] = [ x2;k+1 ]
T

(� [x1;k ] + [ x2;k ] � [uk ]
[yk+1 ] = [ yk+1 ]

T
([x1;k+1 ] + [ x2;k+1 ])

Algorithme r�etrograde : pour k = N �a 1

[x2;k+1 ] = [ x2;k+1 ]
T

([yk+1 ] � [x1;k+1 ])
[x1;k+1 ] = [ x1;k+1 ]

T
([yk+1 ] � [x2;k+1 ])

[x1;k ] = [ x1;k ]
T

(� [x2;k+1 ] + [ x2;k ] � [uk ])
[x2;k ] = [ x2;k ]

T
([x2;k+1 ] � [x1;k ] + [ uk ])

[zk ] = [ x1;k+1 ] � [uk ]
[x1;k ] = [ x1;k ]

T
([zk ]=[x2;k ]

[x2;k ] = [ x2;k ]
T

([zk ]=[x1;k ]



Satisfaction de contraintes. Estimation d'�etat
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Satisfaction de contraintes. Estimation d'�etat
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Conclusion

An alternative to the normal probability density function

Propagation of uncertainties is easy to perform

Possibly use of static / dynamic / linear / nonlinear models

Pessimism results in some situations

Bounds estimation

Bounds adaptation using new information


