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d’équations différentielles ordinaires

en présence d’incertitude.

Nacim Ramdani
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Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 1 / 34



Contexte

Plan

1 Contexte
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Contexte

Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)
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Contexte

Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Observation ensembliste
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Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 3 / 34



Contexte

Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Deux objectifs

1 Verifier existence, unicité de la solution

2 Calcul de [xj ] ⊇ X(tj), t1 < t2 < . . . < tn
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Contexte

Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Deux approches

Encadrement de l’erreur de troncature, Méthodes intervalles
- méthodes à un pas ⇒ modèles de Taylor intervalles
- méthodes multi-pas ⇒ relaxation et propagation de contraintes

Théorèmes de comparaison, théorèmes de Kamke-Müller

- théorie des systèmes dynamiques monotones
- automates hybrides englobants
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Exemples d’applications

4 Conclusion et Prospectives

Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 4 / 34



Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Développement en série de Taylor

ẋ (t) = f (x (t)) , x (tj) = xj

xj+1 = xj +
k−1∑
i=1

hi f [i ] (xj) + hk f [k] (x (tξ))

Les coefficients de Taylor

f [1] = x(1) = f
f [2] = 1

2x
(2) = 1

2
df
dx f

f [i ] = 1
i!x

(i) = 1
i

df [i−1]

dx f, i > 2
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Encadrement de la trajectoire
Encadrement du reste du développement en série de Taylor
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vraie x*(t)

[x̃j ] ⊇ {x(t) | t ∈ [tj , tj+1]}

[xj+1] = [xj ] +
k−1∑
i=1

hi
j f

[i ] ([xj ]) + hk
j f

[k] ([x̃j ])
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Expression explicite du tube de trajectoire

∀t ∈ [tj , tj + hj ]

[x(t)] = [xj ] +
k−1∑
i=1

(t − tj)
i f [i ] ([xj ]) + (t − tj)

k f [k] ([x̃j ])
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Théorème du point fixe de Banach

{X, d}, Φ : X → X.
Si Φ satisfait une condition de Lipschitz

d (Φ (z1) ,Φ (z2)) 6 γd (z1, z2)

∀z1, z1 ∈ X, et 0 6 γ < 1, alors Φ possède un et un seul point fixe.
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Opérateur de Picard-Lindelöf

U : ensemble des fonctions continues

Φ (ν (t)) = νj +

∫ t

tj

f (τ, ν (τ))dτ

ν (tj) = νj et ν (t) ∈ U, t ∈ [tj , tj+1]

Propriété

Φ (ν?) = ν? ⇔ ν̇? (t) = f (ν? (t))

solution a priori [x̃j ]

si Φ ([x̃j ]) ⊆ [x̃j ] alors [x̃j ] ⊇ {x(t) | t ∈ [tj , tj+1]}
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution
Algorithme (Moore, 66)(Lohner, 94)

a priori enclosure (entrée : [xj ], h, α ; sortie : [x̃j ])

1 Initialisation : [x̃j ] := [xj ] + [0, h] f ([xj ]) ;

2 tant que ([xj ] + [0, h] f ([x̃j ]) 6⊂ [x̃j ])

[x̃j ] := [x̃j ] + [−α, α] |[x̃j ]|
h := h/2

fin
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Réduction de la solution
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Réduction de la solution
Forme centrée pour les coefficients de Taylor

f [i ]([xj ]) = f [i ](x̂j) + J
(
f [i ]; [xj ]

)
([xj ]− x̂j)

[xj+1] = x̂j+
k−1∑
i=1

hi
j f

[i ] (x̂j)+hk
j f

[k] ([x̃j ])+

{
I +

k−1∑
i=1

hi
jJ

(
f [i ]; [xj ]

)}
([xj ]− x̂j)

Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 12 / 34
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Réduction de la solution

Mean Value (entrée : [xj ], x̂j , hj , [x̃j ] ; sortie : [xj+1], x̂j+1)

1 [vj+1] = x̂j +
k−1∑
i=1

hi
j · f [i ] (x̂j) + hk

j · f [k] ([x̃j ]) ;

2 [Sj ] =

{
I +

k−1∑
i=1

J
(
f [i ]; [xj ]

)}
;

3 [xj+1] = [vj+1] + [Sj ] ([xj ] − x̂j)

4 x̂j+1 = m ([vj+1])
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Phénomène d’enveloppement
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Contrôle du pessimisme
Méthode de Lohner (Krückeberg, 69), (Eijgenraam, 81) (Lohner, 87)

[xj+1] = {x̂j+1 + Aj+1rj+1 | rj+1 ∈ [rj+1]}

Chapter 3. Taylor Series Methods for IVPs for ODEs 36
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Figure 3.3: (a) The set
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r j r 2 [r]

	
.

(b)
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enclosed by A [r].

(c)
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Ar j r 2 [r]

	
enclosed in the coordinate system induced by Q.

(d)
�
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enclosed by (Q�1

A) [r].

(e)
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enclosed in the coordinate system induced by bQ.

(f)
�
( bQ�1

A)r j r 2 [r]
	
enclosed by ( bQ�1

A) [r].

(Nedialkov, 1999)

(A, r) := {Ar | r ∈ [r]} ⊆ A [r] 9 [A [r]]
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Contrôle du pessimisme
Méthode de Lohner (Lohner, 87)

Algorithme : Lohner’s method (entrée : hj , [x̃j ] , [xj ] , [rj ] , Aj ;

sortie : [xj+1] , [rj+1] , Aj+1 )

1 [zj+1] = hk
j f

[k] ([x̃j ])

2 sj+1 = m ([zj+1])

3 x̂j+1 = x̂j +
k−1∑
i=1

hi
j · f [i ] (x̂j) + ŝj+1

4 [Sj ] =

{
I +

k−1∑
i=1

J
(
f [i ]; [xj ]

)}
5 choisir la matrice Aj+1

6 [xj+1] = x̂j+1 + ([Sj ]Aj)[rj ] + [zj+1]− sj+1

7 [rj+1] = A−1
j+1 ([Sj ]Aj) [rj ] + A−1

j+1 ([zj+1]− sj+1)
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Contrôle du pessimisme
Choix de la matrice Aj+1

⇒ A−1
j+1 ([Sj ]Aj) ≈ I

[rj+1] = A−1
j+1 ([Sj ]Aj) [rj ] + A−1

j+1 ([zj+1]− sj+1)

[rj+1] ≈ [rj ] + A−1
j+1 ([zj+1] − sj+1)

1 La méthode parallélépipédique (Eijgenraam, 81), (Lohner, 88)

Aj+1 = m ([Sj ]Aj).

2 La méthode par factorisation QR (Lohner, 88)
1 choisir Ãj+1 ∈ [Sj ]Aj

2 permutation : Âj+1 = Ãj+1Pj+1

3 factorisation QR : Âj+1 → Qj+1Rj+1

4 choisir la nouvelle matrice : Aj+1 = Qj+1
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Contrôle du pessimisme
Choix de la matrice Aj+1

⇒ A−1
j+1 ([Sj ]Aj) ≈ I

[rj+1] = A−1
j+1 ([Sj ]Aj) [rj ] + A−1

j+1 ([zj+1]− sj+1)

[rj+1] ≈ [rj ] + A−1
j+1 ([zj+1] − sj+1)
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Contrôle de l’effet d’enveloppement
Factorisation QR sans permutation

Chapter 3. Taylor Series Methods for IVPs for ODEs 36
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Contrôle de l’effet d’enveloppement
Factorisation QR avec permutation

Chapter 3. Taylor Series Methods for IVPs for ODEs 36
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Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 19 / 34



Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Méthode de Rihm (Rihm, 94)

Algorithme : Extended Mean Value
(entrées : [x̃j ] ,[xj ] , x̂j , [vj ] , [pj ] , Aj , hj ,
sorties : [xj+1] , x̂j+1 , [vj+1] , [pj+1] , Aj+1 )

1 [vj+1] = x̂j +
k−1∑
i=1

f [i ](x̂j)h
i + f [k]([x̃j ])h

k

2 [Sj ] = I +
k−1∑
i=1

J(f [i ]; [xj ])h
i

3 [qj+1] = ([Sj ]Aj)[pj ] + [Sj ]([vj ]− x̂j)

4 [xj+1] = [vj+1] + [qj+1]

5 Aj+1 = m([Sj ]Aj) ou factorisation QR

6 [pj+1] = A−1
j+1([Sj ]Aj)[pj ] + (A−1

j+1[Sj ])([vj ]− x̂j)

7 x̂j+1 = m([vj+1])
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Expression explicite du domaine atteignable
Contrôle de l’effet d’enveloppement

∀t ∈ [tj , tj + hj ]

[x(t)] = [xj ] +
k−1∑
i=1

(t − tj)
i f [i ] ([xj ]) + (t − tj)

k f [k] ([x̃j ])

Utilisation des méthodes de Lohner ou de Rihm . . .
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Méthodes intervalles Modèles de Taylor intervalles

Autres méthodes d’intégration à un pas

Modèles de Taylor implicites (Rihm, 1998)

Série de Hermite-Obreshkoff (Nedialkov, 1999)

Performances

- Incertitudes numériques → Plus peformantes que Taylor explicites

- Incertitudes physiques → ...
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Méthodes intervalles Autres méthodes

Méthode d’intégration multi-pas
(Janssen, Van Hentenryck et Deville 2002)

Principe

1 Relaxation via interpolation garantie par polynômes d’Hermite

2 Forme centrée

3 Filtrage global par propagation de contraintes
(évaluation à pas de temps successifs)

Performances

- Incertitudes numériques → Plus peformante que Taylor intervalles ou
Hermite-Obreshkoff.

- Incertitudes physiques → Aucun résultat connu.
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Méthodes intervalles Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles

Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Système affine
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Méthodes intervalles Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles
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Application : Système affine

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

-2 -1  0  1  2  3  4  5  6
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Méthodes intervalles Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles

Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Système affine incertain
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Méthodes intervalles Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles

Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Lotka Volterra
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Méthodes intervalles Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles
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Méthodes intervalles Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles

Plan

1 Contexte

2 Méthodes intervalles
Modèles de Taylor intervalles
Autres méthodes
Exemples d’applications de méthodes de Taylor intervalles

3 Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles
Systèmes dynamiques monotones
Systèmes dynamiques non coopératifs
Exemples d’applications

4 Conclusion et Prospectives
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Systèmes dynamiques monotones

Théorie des systèmes dynamiques monotones
(Smith, 1995), (Hirsch, 2005)

Définition : Systèmes dynamiques monotones

x(t0) 6 y(t0) ⇒ ∀t > t0 x(t) 6 y(t)

Definition : Système coopératif

ẋ(t) = f(x,p, t), x(t0) ∈ X0 ⊆ D ⊆ Rn

{f, X0} est coopératif sur D si

∀i 6= j , t ≥ 0 et ∀x ∈ D,
∂fi (x,p, t)

∂xj
≥ 0

Si un système dynamique est coopératif alors il est monotone
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Systèmes dynamiques monotones

Théorie des systèmes dynamiques coopératifs

Propriété

{f1, x1,0,p,p} et {f2, x2,0,p,p} coopératifs sur D

si ∀x ∈ D, ∀t ≥ t0, f1(x,p,p, t) ≤ f(x, [p], t) ≤ f2(x,p,p, t)

et x1,0 ≤ x0 ≤ x2,0

alors ∀t ≥ t0, x1(t) ≤ x(t) ≤ x2(t)

⇒Une fonction d’inclusion [x(t)] = [x1(t), x2(t)]
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Systèmes dynamiques monotones

Exemple de construction
(Kieffer & Walter, 2006)

Solution inférieure

Pour k=1,...,p et i=1,...,n

Si
∂fi
∂pk

≤ 0 alors pk = pk sinon pk = p
k
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Systèmes dynamiques non coopératifs

Systèmes dynamiques non coopératifs
Effectuer l’intégration numérique garantie avec des intervalles dégénérés
(Müller,26), (Kamke, 30), (Krasnoselskij,68), (Smith, 95), (Hirsch, 05)

Théorème de Müller (Müller,26), (Kieffer & Walter, 06)

si ∀t ∈ T, ∀x ∈ D, ∀u(t) ∈ U(t)

∀i D±ωi (t) ≤ min
xi=ωi

fi (x,u, t) et max
xi=Ωi

fi (x,u, t) ≤ D±Ωi (t)

ω(t0) ≤ x(t0) ≤ Ω(t0) ⇒ ∀t ∈ T, ω(t) ≤ x(t) ≤ Ω(t)

Etendre la régle de construction → calcul couplé des bornes
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Exemples d’applications

Exemple d’applications. Théorèmes de comparaison
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Système non linéaire incertain

ẋ1 = − v2x1
k2+x1

+ v0u + v1

ẋ2 = v6(ytot−x2−x3)
k6+(ytot−x2−x3)

− v3x1x2
k3+x2

ẋ3 = v4x1(ytot−x2−x3)
k4+(ytot−x2−x3)

− v5x3
k5+x3

ẋ4 = v10(ztot−x4−x5)
k10+(ztot−x4−x5)

− v7x3x4
k7+x4

ẋ5 = v8x3(ztot−x4−x5)
k8+(ztot−x4−x5)

− v9x5
k9+x5

u = gx5
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Exemples d’applications

Exemple d’applications. Théorèmes de comparaison
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire → Système couplé
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Théorèmes de comparaison et inégalités différentielles Exemples d’applications

Exemple d’applications. Théorèmes de comparaison
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire
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Conclusion et Prospectives

Directions de recherches - Théorèmes de comparaison

Systèmes monotones → une bonne méthode

Automates hybrides englobants (Meslem et al, JDMACS2007)

Méthodes intervalles → bornes

Combinatoire des règles de construction

Instantiation à la volée des modes

Systèmes non monotones → Théorème de Müller

Interpolation certifiée, propagation de contraintes et partionnement

Transformation de systèmes non monotones en systèmes monotones
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