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Contexte

© Contexte
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Contexte

Simulation ensembliste de modéle a temps continu

x(t) = f(p, x(t), u(t))
x(ty) € Xo, p € Py, u(t) € U(t)

t X x= £ (x)p [XJ+1]+

v
v
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Contexte

Simulation ensembliste de modéle a temps continu

x(t) = f(p,x(t), u(t))
x(tg) € Xo, p € Py, u(t) € U(t) J

Preuve de vérification de propriété

Reach

(Girard, 2006)
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Contexte

Simulation ensembliste de modéle a temps continu

x(t) = f(p, x(t), u(t))
x(ty) € Xo, p € Py, u(t) € U(t) J

Observation ensembliste

X; x=f(x)s X |
] x= il (%]

>

v

»
»

g‘l([yj+1])

»
»

v
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Contexte

Simulation ensembliste de modele a temps continu

x(t) = f(p, x(t), u(t))
x(ty) € Xo, p € Py, u(t) € U(t) J

Deux objectifs

@ Verifier existence, unicité de la solution
@ Calcul de [Xj] D) X(tj), h<tbh<<...<t,
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Contexte

Simulation ensembliste de modéle a temps continu

x(t) = f(p, x(t), u(t))
x(ty) € Xo, p € Py, u(t) € U(t) J

Deux approches

@ Encadrement de I'erreur de troncature, Méthodes intervalles

- méthodes a un pas = modeles de Taylor intervalles
- méthodes multi-pas = relaxation et propagation de contraintes

@ Théoremes de comparaison, théoremes de Kamke-Miiller

- théorie des systemes dynamiques monotones
- automates hybrides englobants
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Méthodes intervalles

© Meéthodes intervalles
@ Modeles de Taylor intervalles
@ Autres méthodes
@ Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Développement en série de Taylor

x(t) = f(x(t), x(tj) =%

k=1
xis1 = x; + 3 W (x;) + K (x (1))
i=1

Les coefficients de Taylor

fll — x( = ¢
fll = Ly() — 1l g ;> o
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Encadrement de la trajectoire

Encadrement du reste du développement en série de Taylor

[X] 2 {x(t) |t € [t), tjpa]}

A
N L
[ij :| sz?lutfon
B _— vraie X*(t)
[x; _/ —
N [x5.]
5 >
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Encadrement de la trajectoire

Encadrement du reste du développement en série de Taylor

A
N — .
(%] |
b1
e —11
J /

[XM]

\/

[X] 2 {x(t) |t € [t), tjpa]}

iea] = b + k_;lh;f“] (b]) + AEF4 ([5)
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Expression explicite du tube de trajectoire

Vt € [tj, tj + hj]

k—1
x(6)] = D] + D (=) f(Dx]) + (£ — &) F ([x)])
i=1
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Théoreme du point fixe de Banach
{X,d}, »: X - X.
Si & satisfait une condition de Lipschitz

d(®(z1),®(22)) < vd(z1,22)

Vz1,z1 € X, et 0 < v < 1, alors ® possede un et un seul point fixe.
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Opérateur de Picard-Lindelof

U : ensemble des fonctions continues

S (v (t)=vi+ /t.tf(T, v (7))dT

v(t) =vjetv(t) €U, t €[t tjy]
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Opérateur de Picard-Lindelof

U : ensemble des fonctions continues

S (v (t)=vi+ /t'tf(T, v (7))dT

v(t) =vjetv(t) €U, t €[t tjy]

Propriété

| \

o (V) =v* e v (t) =f(v* (1))
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Opérateur de Picard-Lindelof

U : ensemble des fonctions continues

S (v (t)=vi+ /ttf(T,l/(T))dT

J

v(t) =vjetv(t) €U, t €[t tjy]

Propriété

solution a priori [X;]

si @ ([x]) < [%;] alors [%;] 2 {x(¢) | t € [t;, tj11]}
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Existence et unicité de la solution

Algorithme (Moore, 66)(Lohner, 94)

a priori enclosure (entrée : [x;], h, o ; sortie : [}])
Q Initialisation : [%;] := [x;] + [0, h] f ([x;]) ;
@ tant que ([x;] + [0, h] f ([X;]) Z [X;])

X] = [X]+[-a, ][]
h = h/2

fin
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Réduction de la solution

solution
vraie X*(t)

\/
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Réduction de la solution

Forme centrée pour les coefficients de Taylor

(1) = 055) + 3 (£17; D) (b))
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Réduction de la solution

Forme centrée pour les coefficients de Taylor

(1) = 055) + 3 (£17; D) (b))

k—1 k—1
bl = i3 BF) (%))+ b ([>"<j])+{' LA } (%] = %))
i=1 i=1
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Réduction de la solution

Mean Value (entrée : [Xj], )‘Ej, hj, [)?J] : sortie : [xj+1]v ij-l-l)
k=1
Q [via] =&+ > hi-fll (%)) + hf - R ([%]);
i=1

Q [Sj]= {I + ,;Z_IIJ (F17, [xj])};

Q [xj+1] = [vira] +[S;]([x] — %)
Q %Xjp1=m ([vj1])
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Phénomeéne d’enveloppement

)

[e5-1]

[141]

)

(Rihm, 1994)
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle du pessimisme

Méthode de Lohner (Kriickeberg, 69), (Eijgenraam, 81) (Lohner, 87)

(Xjt1] = {&j41 + Ajarja [ g € [ral}

y Y pemmemeeeeneeey
Alr]
{Ar | r €[]}
H{r lrelly | T
(a) (b)

(Nedialkov, 1999)

(A,r):={Ar|re[r]} CA[r] » [A]r]]
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle du pessimisme

Méthode de Lohner (Lohner, 87)

Algorithme : Lohner’s method (entrée : h; , [%;] , [x;] . [r]] . A;;
sortie : [Xj41] , [rj+1] » Aj+1)

Q [z1] = A ([x)])

Q sjt1=m([zj41])

k-1
© %1 =%+ > hi- (%) + 8
i=1

k—1 _
o [s1={1+ 1 )}
i=1
@ choisir la matrice A
0 [Xj11] = X1 + ([S;]A)IN] + [2j411] — 5741
@ [ri] = AL (S]A) ]+ AL ([Zj41] —sj41)
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle du pessimisme

Choix de la matrice Aj 1

= AL ([S]A) ~ |
[ri] = AL (STA) 6] + A ([2741] = si)

[l =~ (5] + AL (IZsa] — sj41)
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle du pessimisme

Choix de la matrice Aj 1

= AL ([S]A) ~ |
[ri] = AL (STA) 6] + A ([2741] = si)

[l =~ (5] + AL (IZsa] — sj41)

Q@ La méthode parallélépipédique (Eijgenraam, 81), (Lohner, 88)
Ai1 = m([S]A).

v
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle du pessimisme

Choix de la matrice Aj 1

= AL ([S]A) ~ |
[ri] = AL (STA) 6] + A ([2741] = si)

[l =~ (5] + AL (IZsa] — sj41)

Q@ La méthode parallélépipédique (Eijgenraam, 81), (Lohner, 88)
A = m([Sj]A)).
@ La méthode par factorisation QR (Lohner, 88)
@ choisir Aj_;,_l € [SJ] Aj
@ permutation : Aj 1 = A; 1Py
© factorisation QR : Ajy 1 — Q1R 1
@ choisir la nouvelle matrice : Aj11 = Qj11

v
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle de I'effet d'enveloppement

Factorisation QR sans permutation

{Ar|relrl}

V'/QI

(Nedialkov, 1999)
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Controle de I'effet d'enveloppement

Factorisation QR avec permutation

A e )

{@ ay1rem} @A

(Nedialkov, 1999)
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Méthode de Rihm (Rihm, 94)

Algorithme : Extended Mean Value
(entrées : [%;].[x;], %5, [vj] . [p]+ Aj s by
sorties : [xj1] , K41, [vita] ) [Pl Ajra )

k_l . .
O [vi1] = & + X fll(g)h' + FRI([x])h*
=1

@S] =1+ 5 I
i=1

Q [a+1] = ([Sj]A)lpj] + [SiI(lvi] — %))
Q [xjt1] = [vjra] + [aj41]
@ Aj.1 = m([S/]A)) ou factorisation QR

0 [pjr1] = AL(SIA)IR] + (AZLISD(v] - %)
Q %11 = m([vji1])
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Expression explicite du domaine atteignable

Contrdle de I'effet d'enveloppement

Vt € [tj, tj + hj]

x(8)] = D] + Z 5)'f (1) + (¢ — 1) A ([x)])

Utilisation des méthodes de Lohner ou de Rihm ...
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Méthodes intervalles Modeles de Taylor intervalles

Autres méthodes d'intégration a un pas

@ Modeles de Taylor implicites (Rihm, 1998)
@ Série de Hermite-Obreshkoff (Nedialkov, 1999)

v

Performances

- Incertitudes numériques — Plus peformantes que Taylor explicites

- Incertitudes physiques — ...
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Méthodes intervalles Autres méthodes

Méthode d'intégration multi-pas
(Janssen, Van Hentenryck et Deville 2002)

© Relaxation via interpolation garantie par polynomes d'Hermite

@ Forme centrée

© Filtrage global par propagation de contraintes
(évaluation a pas de temps successifs)

Performances

- Incertitudes numériques — Plus peformante que Taylor intervalles ou
Hermite-Obreshkoff.
- Incertitudes physiques — Aucun résultat connu.

Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 23/ 34



Méthodes intervalles Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles

Modele de Taylor intervalle - Méthode de Rihm

Application : Systeme affine
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Méthodes intervalles Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles
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Méthodes intervalles Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles

Modele de Taylor intervalle - Méthode de Rihm

Application : Systeme affine incertain

i i
il =g
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Méthodes intervalles Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles

Modele de Taylor intervalle - Méthode de Rihm

Application : Lotka Volterra

35

25

15

Qoo NS

0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 1.8
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Méthodes intervalles Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles

Modele de Taylor intervalle - Méthode de Rihm

Application : Lotka Volterra

114

112

11

1.08 F

1.06

/ ay ‘
1.04 s oo -

1.02 /- |

0.98

0.96

0.9 0.95 1 1.05 11
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Méthodes intervalles Exemples d'applications de méthodes de Taylor intervalles

Modele de Taylor intervalle - Méthode de Rihm

Application : Lotka Volterra

35

T
i

=
I

25

15 i

0.5

0.4 0.6 0.8 1 12
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles

Plan

© Théoremes de comparaison et inégalités différentielles
@ Systémes dynamiques monotones
@ Systemes dynamiques non coopératifs
@ Exemples d'applications
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles Systemes dynamiques monotones

Théorie des systemes dynamiques monotones
(Smith, 1995), (Hirsch, 2005)

Définition : Systemes dynamiques monotones
x(to) < y(to) = Vt >t x(t) < y(t)

Definition : Systeme coopératif

x(t) =f(x,p,t), x(to) e XgCDCR"

{f,Xo} est coopératif sur D si

.. ofi(x, p, t
Vidjt>0etvxed, 2PE) S,

Oxj
Si un systeme dynamique est coopératif alors il est monotone J
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles Systemes dynamiques monotones

Théorie des systemes dynamiques coopératifs

{f1,x10,p,P} et {f2,x20,p, P} coopératifs sur D
si Vx € Da vVt > to, fl(xaga P, t) < f(X, [p]7 t) < f2(X7E7 P, t)
et x10 < Xo < X2)0

alors Vt > ty, x1(t) < x(t) < xa(t)

=-Une fonction d'inclusion [x(t)] = [x1(t), x2(t)]
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles Systemes dynamiques monotones

Exemple de construction
(Kieffer & Walter, 2006)

Solution inférieure
Pour k=1,...,p et i=1,...,n

| |
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles ~ Systémes dynamiques non coopératifs

Systemes dynamiques non coopératifs
Effectuer I'intégration numérique garantie avec des intervalles dégénérés
(Miiller,26), (Kamke, 30), (Krasnoselskij,68), (Smith, 95), (Hirsch, 05)

Théoreme de Miiller (Miiller,26), (Kieffer & Walter, 06)

si Vt € T, Yx € D, Vu(t) € U(t)
Vi D*w;(t) < min fi(x,u,t) et max fi(x,u, t) < DEQ;(t)

Xi=wj i=9Q;

w(to) < x(to) < Qty) = VteT, w(t)<x(t)<Q(t)

Etendre la régle de construction — calcul couplé des bornes
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles Exemples d'applications

Exemple d'applications. Théorémes de comparaison

Modele de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Systeme non linéaire incertain

;.

X1 = — k‘ﬁfﬁ + vou+wvq

X — V6(}’tat_x2_x3) _ 3X1xo
2 k6+2}’tot_x2_x3) k3+xa

X _ VaxX1\Ytot —X2—X3) _ _V5X3
3 ka+(Ytot—Xx2—X3) ks-+x3

X viO(Ztot—xa—X5)  vyxaxa
4 k10+(Ztor —xa—Xs5) k7+xa

X — V8><3(Ztot—><4—><5 _ _V9Xxs
3 kg+(ztot —Xa—X5) ko+xs5
u = gxs

Nacim Ramdani (LIRMM) Intégration numérique garantie JNMACS2007 32 /34



Théorémes de comparaison et inégalités différentielles

Exemples d'applications

Exemple d'applications. Théorémes de comparaison

Modele de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire — Systeme couplé

x|
o

ol Iz

Vo X
= Tt T You+ v
_ W —X%3)  vaEio
Kot (ypor —x2—%3)  K3txp
_ axal,—x _ Vsx3
kgt(y,op—X2—x3)  kstx3
—  0(zer—x4—X5) _ V7X3x4
T k10+(z¢or —X4—X5) k7+x4
_ vgx3(ztor— ) _ Voxs
kg+(ztor —X4—x5)  kotxs
_ VoX1 o = o
= _;2451 + vou + v1
_ V6ot —Xo—x3) _ v3x1Xp
T ketOUrot—X2—x3)  k3+xp
_ V41 (Vtot —Xp—X3) _ V5X3
- k4 +(Vtot —x20—X3)  k5+%X3
_ V10(Ztot —=Xa —x5) _ v7x3X4
= k10+(Ztot —X4 —Xx5) k7454
_  V8X3(rot—x4—Xs5) _ voXs
kg+(Ztot —x4 —X5) kg+xs
- g5
= 23
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Théorémes de comparaison et inégalités différentielles Exemples d'applications

Exemple d'applications. Théorémes de comparaison

Modele de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire

300

250

200 / \
150 /
100
/

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
temps (s)

X2
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Conclusion et Prospectives

@ Conclusion et Prospectives
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Conclusion et Prospectives

Directions de recherches - Théorémes de comparaison

Systémes monotones — une bonne méthode
o Automates hybrides englobants (Meslem et al, JDMACS2007)
@ Méthodes intervalles — bornes

Combinatoire des régles de construction

Instantiation a la volée des modes

Systéemes non monotones — Théoréeme de Miiller

@ Interpolation certifiée, propagation de contraintes et partionnement

@ Transformation de systemes non monotones en systemes monotones
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